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Resumen

La mayoria de las democracias modernas se basan en érganos representativos, como con-
gresos o parlamentos, para abordar los problemas de la sociedad. Estos 6rganos suelen organi-
zarse en distritos o regiones, y elegir representantes mediante sistemas electorales especificos.
El diseno equitativo de estos distritos es fundamental para garantizar la representatividad y
equidad en el proceso democratico.

En Chile, por ejemplo, existen disparidades significativas en la poblacion y la cantidad
de representantes en distintos distritos. Esto lleva a una desigualdad en la representatividad
politica, donde un voto en un distrito menos poblado tiene un peso mayor que un voto en un
distrito méas poblado. Esta situacion plantea cuestionamientos sobre la equidad y legitimidad
del sistema democratico.

Para abordar esta problematica, se han propuesto diversos distritajes fundamentados en
principios de equidad y contigiiidad. Se destacan dos modelos principales: en el primero, el
propio plan debe definir los puntos de referencia de los distritos, mientras que en el segundo,
se suministran dichos puntos como un componente del modelo. En ambos casos son modelos
de factibilidad, ya que no poseen una funcién objetivo y consisten tinicamente en un conjunto
de restricciones que deben cumplirse segiin condiciones especificas para cada ejecucion. Para
ambos modelos, los puntos de referencia seran llamados “centros” y se refieren a las comunas
alrededor de las cuales se generaran los distritos. A partir de estos modelos, se exploran dos
escenarios clave: uno que respeta los limites regionales y otro que los elimina. La eliminacion
de los limites regionales se presenta como una opcién con el potencial de mejorar de manera
significativa la equidad en la representacién. En este modelo, el valor de la métrica que mide
la diferencia de poblacién de cada distrito disminuye drasticamente. Este resultado indica
que, en términos de distribucién de poblacién en los distritos, el nuevo plan distrital es
considerablemente més equitativo. Sin embargo, esta mejora plantea interrogantes sobre la
relevancia geografica de los distritos, ya que se estan eliminando limites regionales.
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Capitulo 1

Introduccion

Muchas de las democracias modernas tienen en sus pilares la conformacion de érganos
representativos, con el fin de poder disenar soluciones a problematicas que enfrenta la so-
ciedad!. Tipicamente, estos érganos representativos, expresados en congresos, parlamentos,
asambleas u otros, se organizan en base a una representacion territorial, a través de regiones
o distritos, en los cuales se escoge posteriormente una cierta cantidad de representantes de
acuerdo a algin sistema electoral [2]. Usualmente, estos planes distritales se disefian tenien-
do en consideracién dos dimensiones fundamentales: aspectos geograficos y distribuciéon de
la poblacién [11]. Encontrar forma de disenar los distritos de manera equitativa y justa es
esencial para garantizar la representatividad y la equidad en el proceso democratico.

El propésito de un distritaje es particionar el total de comunas en una cantidad de-
terminada de distritos. La determinacién de qué comunas conforman cada distrito es un
asunto tanto matematico como politico. Desde el punto de vista matemaético, se puede tratar
de agrupar comunas en base a criterios como la contigiiidad geografica, la poblacién o la
compacidad [11], con el objetivo de formar distritos de tamano similar y con caracteristicas
homogéneas. Algoritmos y técnicas de optimizacion, como “divide y venceras” o “busqueda
local”, pueden ser empleados para agrupar comunas eficientemente siguiendo ciertos criterios
objetivos [11, 13, 12,9, 5].

Desde el punto de vista politico, la delimitacion de distritos puede influir en los resultados
electorales. La forma en que se agrupan las comunas puede beneficiar a ciertos partidos o
candidatos en desmedro de otros, un fenémeno conocido como gerrymandering [10], en la
Figura 1.1 se observa un ejemplo de este fenémeno. Por ello, es esencial que el proceso de
delimitacion sea transparente, imparcial y equitativo.

En Chile, para las elecciones parlamentarias, de acuerdo a la nueva ley electoral [2], hay
28 distritos electorales conformados cada uno por un conjunto de comunas. Sin embargo,

thttps://www.ben.cl/formacioncivica/detalle_guia?h=10221.3/45753.
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Figura 1.1: Gerrymandering, Distrito 12, Carolina del Norte (2014).

existen grandes diferencias de poblacién entre un distrito y otro. Ademds, cada distrito
elige un nimero variable de representantes, que va desde tres hasta ocho, segin el método
proporcional D’Hondt,? mismo método que se utiliza para la reparticién de escafios por
partido en elecciones de diputados o senadores en Chile.? Sin embargo, actualmente no existe
una regla clara y transparente para decidir qué comunas conforman cada uno de los distritos.
Cémo resolver este problema es algo que ha sido discutido y estudiado en la literatura actual.

La mejor forma de dejar en evidencia esta situacion es que, segiin datos del Censo de
2017, el distrito 27, conformado por toda la Region de Aysén, posee una poblacién de 101316
personas y escoge tres representantes, mientras el distrito 8, conformado por ocho comunas
de la Regién Metropolitana, cuenta con 1438474 personas y elige a ocho representantes [1].
Esto da como resultado una disparidad significativa en la cantidad de votos necesarios para
que un representante sea elegido en cada distrito. Para ser electos los representantes del
distrito 27 necesitan 33772 votos y los del distrito 8 necesitan 179809 votos.

La situacién mencionada pone de manifiesto una desigualdad evidente en la represen-
tatividad politica. Esta disparidad en la representacion por voto sugiere que un voto en el
distrito 27 tiene un peso mucho mayor que un voto en el distrito 8. En términos simples, la
voz de un ciudadano de Aysén tiene mas impacto en la eleccién de un representante que la
voz de un ciudadano de la Region Metropolitana, al menos en el contexto de estas cifra, pues
el voto de una persona en el distrito 27 vale 5.3 veces el voto de una persona en el distrito
8. Esta situacién no solo plantea preguntas sobre la equidad en la representacién, sino que

Zhttps://www.bcn.cl/historiadelaley /nc/historia-de-la-ley /3997/.
3https://www.servel.cl/2015/08 /18 /nuevo-sistema-electoral-chileno-metodo-dhont-2//.
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también puede llevar a cuestionamientos sobre la legitimidad del sistema democratico. Si el
principio fundamental de la democracia es que cada voto tiene un valor igual, esta diferencia
senalada anteriormente en el ‘valor’ de los votos entre distritos, contradice ese principio.

Lo anterior causa una subrepresentacién en los distritos mas poblados del pais. A partir
de aquello, nace la idea de desarrollar un distritaje para Chile basada en principios de equidad
y representatividad. La finalidad de esta propuesta es que cada voto tenga un peso similar,
independientemente del lugar donde se emita, debido a que es fundamental garantizar que
todos los ciudadanos tengan una representacion equitativa y que el sistema no esté sesgado
en favor o en contra de ningin grupo particular. La integridad del proceso democratico
depende de que se tomen decisiones justas y transparentes en temas cruciales como este.

1.1. Trabajo previo

Una direcciéon que ha guiado el trabajo actual es la distribucion equitativa de distritos,
visto desde distitos dngulos en los estudios [11, 10, 7, 13, 8|. La literatura se centra principal-
mente en 2 aspectos: En primer lugar, la optimizacion entre el gerrymandering y la eleccién
social, como también en el poder de manipulacion de los partidos sobre los mapas distritales.
Y en segundo lugar, en la generacién de mapas equitativos y consistentes geométricamente.

Para comenzar, Garg et al. [10] ponen su centro en la optimizacién entre el gerrymande-
ring y la eleccion social. Ellos abordan la necesidad de calcular eficientemente la asignacion
de escanos por partido en un distrito de tal manera que sean representativos. Los autores
concluyen que para evitar manipulaciones extremas se deben asignar multiples miembros
representativos por distrito, es decir, cada distrito debe poseer al menos dos representan-
tes [10].

En cuanto al gerrymandering, la distribucién geografica de cada uno de los votantes puede
afectar en la manipulacién de un partido al momento de generar distritos electorales. Mientras
mas concentrados se encuentren los votantes de cada uno de los partidos, se asegura que cada
partido obtenga aproximadamente su parte proporcional de los distritos. Sin embargo, este
ultimo modelo ignora la compacidad de los distritos, preservacion de comunidades y equidad
racial. Ademads, este modelo asume bastantes simplificaciones que lo alejan de la realidad [7].

En la misma linea, Lewenberg et al. [13] presentan un modelo donde los votantes se
encuentran dispersos en un mapa geografico para ser divididos en distritos electorales. A
diferencia del articulo anterior [7], los distritos deben ser compactos, es decir, con formas
uniformes y concentradas, evitando formas dispersas y alargadas. El enfoque principal del
estudio es la estrategia de “divide y venceras” en gerrymandering. Se crean distritos electo-
rales de manera que los votantes de un partido sean divididos y repartidos en varios distritos.
Lo anterior disminuye la influencia del partido manipulado y aumenta las posibilidades de
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que el partido que controla la manipulaciéon geografica obtenga mas escanos. Se concluye que
estas practicas pueden afectar la representacién politica justa y la competencia democratica.
Ademads, la manipulacion geografica puede ser utilizada estratégicamente para obtener ven-
tajas electorales, como también el tamano de cada uno de los distritos puede ser utilizado
para manipulaciones [13]. En comparacién, Chen et al. [8] estudian dos maneras de gerry-
mandering. El ‘packing’ (agrupamiento) de votantes de un partido en un nimero reducido de
distritos y también el ‘cracking’ (divisién) de votantes de un partido en varios distritos. Para
poder estudiar el efecto de ambas practicas se realizan simulaciones de distintos escenarios
de distritos electorales compactos y contigiios, comparandolos con la realidad electoral. Fi-
nalmente, se concluye que ambas practicas de gerrymandering pueden beneficiar al partido
que controla el proceso de diseno de distritos electorales, pero no cambiaria la composicion
partidista de un congreso [8].

Gurnee et al. [11], proponen soluciones computacionales que tienen como objetivo la
compacidad de los mapas distritales, aunque se menciona que es de mayor importancia la
equidad y contigiiidad. El modelo se enfoca en generar opciones de redistribucién de manera
rapida, econdmica y transparente [11]. En la misma linea de generar mapas distritales, se
encuentran Cohen-Addad et al. [9] que proponen un método que en todos sus experimen-
tos, realizados para 50 estados en Estados Unidos, logra respetar los bloques censales, la
contigiiidad y el equilibrio perfecto de la poblacion. Asimismo, le dan gran importancia a
la compacidad de los distritos bajo distintas definiciones que existen por cada uno de los
estados. Dicho método consta de dos fases: La primera fase utiliza la busqueda local para
encontrar un plan de distritos idealizado que satisfaga algunas propiedades impuestas por
los investigadores en cuanto a poblaciéon y compacidad. Sin embargo, en esta fase los bloques
censales pueden dividirse en mas de un distrito y los centros de cada uno de los distritos son
escogidos de forma aleatoria. La segunda fase asigna los bloques censales de los limites de
cada distrito al centro con menor distancia, preservando la contigiiidad y de tal manera que
se minimice la diferencia maxima de poblacién entre los distritos resultantes.

En cuanto a generacién de mapas distritales como se mencioné anteriormente se tienen
dos enfoques de distintos autores [9, 11] para llevar a cabo un plan distrital. En primer lugar,
un modelo al cudl se le imponen todas las condiciones para entregar la mejor solucion posible
sacrificando algunos aspectos. Por ejemplo, el tiempo de ejecucion del programa es mayor,
pero se gana en simplicidad debido a que solamente es la ejecucién de un programa. En
segundo lugar, métodos que van adaptando una soluciéon que no cumple todos los objetivos
para finalmente llegar a un plan distrital que sea aceptado. Estos métodos tienen un menor
tiempo de ejecucién, pero se necesitan mas fases para poder llegar a una soluciéon que cumpla
con los requerimientos.

Por ultimo, también se ha integrado otras técnicas mas abstractas al estudio del pro-
blema. Abrishami et al. [5] estudian la aplicacién de la teoria del transporte 6ptimo en el
campo de las particiones de grafos, la que puede ser utilizada en la generaciéon de planes
distritales. La teoria mencionada es la asignacién 6ptima de recursos de un origen a un des-
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tino, minimizando el costo total de asignacion proporcional a la distancia de transporte sobre
las aristas del grafo [5]. Lo llamativo de esta aplicacién es que usando un solo problema de
programacion lineal se pueden calcular estos costos mencionados, para posteriormente rea-
lizar las asignaciones minimizando costos. Sin embargo, el costo computacional de calcular
dichas distancias varia segiin qué tipo de distancia se calcule. Por ejemplo, para 11775 pares
calcular distancia de Hamming toma alrededor de 7 segundos, y para distancia de transporte
alrededor de 15 horas. Lo mencionado anteriormente es otro enfoque para distritaciones que
se basa principalmente en las distancias entre las comunas mas que en condiciones. Cabe
destacar que [5] resuelven todo el problema en una sola instancia a diferencia de [12] que pre-
sentan un algoritmo de redistribucién de distritos basado en ‘divide y venceras’. El algoritmo
en [12] tiene los siguientes pasos claves:

1. Divide y vencerés:

(a) Inicia con el distrito general y el nimero de particiones restantes, k.

(b) Establece la poblacién deseada segin si k es par o impar.

(¢) Redistribuye la poblacién para crear dos distritos en cada iteracion.
)

(d) Aplica ‘divide y vencerds’ recursivamente hasta que el nimero de particiones
restantes sea 1.

2. Redistribucién de dos distritos:

(a) Voronoi: Elige sitios de origen y crea particiones de Voronoi usando un rectéangulo
delimitador.

(b) Intercambio de contigiiidad: Intercambia unidades de poblacién para asegurar la
contigiiidad.

(c) Intercambio de poblacién: Intercambia poblacién para minimizar la desviacién
poblacional.

(d) Maximizacién: Compara opciones de redistribucién basadas en diferentes eleccio-
nes de sitios de Voronoi y selecciona la mejor.

3. Recursién y optimizacion: Se selecciona la versién de la particion de dos distritos con
la mejor desviacion poblacional y se subdivide recursivamente en méas distritos, repi-
tiendo los pasos de Voronoi, intercambio de contigiiidad, intercambio de poblacion y
maximizacion.

En resumen, el algoritmo en [12] utiliza ‘divide y vencerds’ para subdividir el estado en
distritos, y en cada iteracién de redistribucién de dos distritos, se aplican pasos de Voronoi
y varios intercambios para asegurar contigiiidad y minimizar la desviacion poblacional. Este
proceso se repite hasta lograr el nimero deseado de particiones.

A partir de los articulos estudiados, se concluye que la generacién de mapas distritales
se enfoca en lograr distritos que sean compactos, contiguos y equilibrados en poblacién,
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segin se detalla en los articulos [11, 7, 13, 12]. Estos criterios no solo son esenciales para
asegurar la equidad y eficacia en la representacion politica, sino que también desempenan un
papel crucial en el fortalecimiento de la confianza de la poblacién en el proceso de creacion
de distritos y, por consiguiente, en el sistema democratico. La busqueda de distritos que
cumplan con estas caracteristicas no solo contribuye a una distribucién mas justa, sino que
también fomenta la transparencia y la legitimidad del sistema electoral.

1.2. Resultados

El principal objetivo de este estudio es la generacion de distintos planes distritales para
Chile bajo diversas restricciones, como equilibrio de poblacién o contigiiidad. Estos resultados
consisten en distritajes con asignaciones especificas de comunas a cada uno de los distritos.
La informacion principal que se extrae del modelo incluye:

1. Poblacién por distrito: Se calcula la poblacién total de cada distrito en un plan distrital
particular. Esto es esencial para garantizar que cada distrito tenga una representacion
justa y equitativa.

2. Variabilidad de la poblaciéon entre cada distrito: Se utiliza una métrica para balance
poblacional en cada plan distrital. Este valor refleja la variabilidad en la poblacién de
los distritos y destaca las desigualdades en la representacion de los ciudadanos en el
proceso electoral.

3. Cantidad de comunas por distrito: Se determina cuantas comunas forman cada distrito
en un plan distrital dado. Esto es relevante para entender la divisién geografica del
pais en términos electorales.

4. Gréaficos: Para visualizar de manera efectiva como se distribuyen las comunas en los
distintos distritos, se representan los resultados a través de graficos de Chile y de
la Region Metropolitana. Estos gréficos proporcionan una representacion visual que
permite apreciar la configuracién de los distritos en todo el pafs.

Es importante destacar que, en el Capitulo 4, los resultados optimizan el balance po-
blacional. A través de esta medicion, se realiza una comparacién de los diferentes planes
distritales, como también con el plan distrital actual de Chile, y se analiza como varian en
términos de representatividad y equidad. Los gréficos de Chile se emplean segin sea nece-
sario para proporcionar una representacion visual de la distribucién de los distritos en el
pais.
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En el desarrollo de este trabajo, se abordan diversas etapas fundamentales para el analisis
del distritaje en Chile. En el Capitulo 2, nos adentramos en el tratamiento de datos, donde se
describen las modificaciones realizadas en la base de datos, el calculo de las distancias entre
las comunas de Chile, la determinacién de comunas adyacentes para cada comuna del pais y
la obtencién del camino mas corto entre cada par de comunas chilenas. Ademaés, exploramos
la calidad del balance de poblacién en el actual plan distrital de Chile.

A continuacion, en el Capitulo 3 nos enfocamos en los modelos utilizados para obtener los
resultados deseados. Cabe destacar que ambos modelos son de factibilidad, ya que no poseen
una funcién objetivo y consisten unicamente en un conjunto de restricciones que deben
cumplirse segin condiciones especificas para cada ejecucién. En lugar de buscar optimizar
una funcién objetivo, estos modelos se centran en garantizar que la configuracion final de
los distritos cumpla con ciertos criterios predefinidos, como la equidad poblacional y la
contigiiidad geografica. Se presentan dos modelos fundamentales: el primero, conocido como
“Modelo de factibilidad con centros fijos”, donde los centros son predefinidos; y el segundo,
en el cual el modelo debe determinar los centros de cada distrito, conocido como “Modelo
de factibilidad con centros por definir”. En ambos modelos, los “centros” se refieren a las
comunas alrededor de las cuales se generaran los distritos. Estos centros desempenan un
papel crucial en el proceso de creacién de distritos, ya que actiian como puntos de referencia
alrededor de los cuales se llevaran a cabo los distritajes propuestos. A su vez, explicamos
la restriccion de limites regionales que nos proporciona una variante para ambos modelos
mencionados anteriormente. Por ultimo, se explica en detalle la rutina de busqueda binaria
que desempena un papel esencial en la busqueda de un aproximado al minimo error de balance
poblacional (egp) en cada uno de estos modelos. Aunque es posible crear un distritaje para
un valor especifico de egp en cada modelo, la utilizacién de esta rutina de bisqueda binaria
nos brinda la capacidad de obtener una aproximacién al minimo en el contexto del error de
balance poblacional (egp).

Posteriormente, el capitulo 4 esta dedicado a las simulaciones y resultados, donde se pre-
sentan los resultados obtenidos a través de la implementacion de los modelos propuestos. Se
presentan y analizan los datos junto con conclusiones derivadas de las simulaciones realiza-
das en el contexto chileno. Esta seccién constituye un nicleo esencial del trabajo, donde se
desglosan y discuten los hallazgos mas significativos.

En la ultima etapa de este estudio, especificamente en el Capitulo 5, se presenta una
conclusion que resume los hallazgos clave y las contribuciones del trabajo. En este capitulo,
se destacan las lecciones aprendidas y se ofrecen recomendaciones para investigaciones futuras
en el ambito del distritaje y la representacion electoral en Chile.



Capitulo 2

Tratamiento de datos

Antes de profundizar en el analisis y manipulacion de datos, es esencial conocer sobre el
preprocesamiento de datos. En este capitulo nos centraremos en la preparacion y creacion
de diferentes tipos de datos que seran utilizados como insumos en las etapas posteriores de
trabajo.

2.1. Base de datos

La base de datos principal proviene del Instituto Nacional de Estadisticas de Chile (INE)
y del Instituto Geogréfico Militar de Chile (IGM), y estén recopilados en un archivo .csv en el
repositorio. [3]. Este archivo contiene datos geograficos de las comunas de Chile, incluyendo
su latitud y longitud. El archivo presenta una estructura tabular organizada en columnas, que
representan diferentes atributos o caracteristicas. A continuacion, detallamos las columnas
que contiene:

1. CUT: El Cédigo Unico Territorial es un coédigo numérico que permite identificar de
manera Unica a las diferentes comunas de Chile.

2. Comuna: Contiene el nombre de la comuna. Las comunas son la unidad administrativa
basica en Chile. Actualmente, Chile cuenta con 346 comunas distribuidas en todo el
territorio.

3. Provincia: Contiene el nombre de la provincia. Las provincias son un conjunto de comu-
nas agrupadas geograficamente y representan una divisién administrativa intermedia
entre las comunas y las regiones.

4. Regién: Contiene el nombre de la region. Chile esta dividido en regiones, que son las
principales divisiones administrativas del pais.



2.1. Base de datos

5. Poblacién (2017): Se refiere al nimero de habitantes que reside en cada comuna en el
ano 2017. Estos datos son obtenidos a través de censos nacionales.

6. Latitud (decimal): Indica la ubicacién geografica de un lugar en relacién con el ecuador.
En el caso de Chile, al estar ubicado en el hemisferio sur, las coordenadas de latitud
son, generalmente, negativas.

7. Longitud (decimal): Representa la ubicacién geografica de un lugar en relacién con
el meridiano principal, el Meridiano de Greenwich. Al estar Chile en el hemisferio
occidental, sus coordenadas de longitud también son, por lo general, negativas.

La latitud y longitud de las comunas de Chile se refieren al centro aproximado de cada
ciudad, teniendo en cuenta su tamano y forma. Por otro lado, el archivo mencionado, al-
macenado en formato .csv, requiere de una serie de modificaciones previas para facilitar su
procesamiento y analisis. A continuacién, se describen los pasos y consideraciones tomadas
durante esta etapa de preprocesamiento:

1. Normalizacién de Caracteres: Se inicia el proceso eliminando las tildes y reemplazan-
do las instancias de la letra n por una n. Esta accién evita posibles inconvenientes
en sistemas o lenguajes de programacion que no soporten estos caracteres especia-
les. Adicionalmente, todos los caracteres se transforman a mintscula para garantizar
uniformidad en la base de datos.

2. Manejo de Puntuaciones: Al intentar trabajar con la columna de poblacion, se detecta
un inconveniente: los niimeros representativos de la poblacion tienen comas para sepa-
rar miles, lo que puede causar conflictos, especialmente en lenguajes de programacion
como Python donde la coma es utilizada para otras funciones. Para solucionar este
problema, se eliminan las comas de los valores.

3. Truncado de Numeros: Al momento de manejar las puntuaciones ocurrié que cualquier
nimero que termine en 0 se trunca, lo que significa que se elimina el cero final. Por
ejemplo, un valor de “12,030”no solo veria eliminada su coma, sino que también se
truncaria a “1203”. Dada esta situacion se realiza una revisiéon manual.

4. Revision Manual: Debido a las modificaciones mencionadas, especialmente el truncado,
es necesario realizar una revision manual de la columnas con nimeros para asegurarse
de que los datos sigan siendo precisos y no se hayan creado errores.

Los pasos mencionados de preprocesamiento son fundamentales para garantizar que el anéli-
sis subsiguiente sea preciso y confiable. Es importante recalcar la necesidad de la revisién
manual, ya que cualquier alteracion de datos, incluso si se realiza con buenas herramientas,
puede introducir errores o inexactitudes que afecten los resultados finales.



2.2. Calcular las distancias entre comunas en Chile

2.2. Calcular las distancias entre comunas en Chile

Por otro lado, es necesario calcular las distancias entre todas las comunas, con la finalidad
de penalizar la distancia entre comunas asignada en un mismo distrito. Para abordar este
requerimiento, se recurre a un cédigo en Python disenado para determinar la distancia entre
dos puntos geograficos especificos sobre la Tierra, dados sus respectivos valores de longitud
y latitud en formato decimal. Este calculo se basa en la férmula conocida como la Formula
de Haversine [14]. Esta ecuaciéon matemaética estima la distancia del circulo maximo entre
dos puntos ubicados sobre la superficie de una esfera, como nuestro planeta. Utilizando la
Formula de Haversine, es posible calcular con precisién las distancias en kilémetros entre
todas las comunas chilenas, proporcionando asi un input fundamental para los modelos de
factibilidad. A continuacion, se presenta la Formula de Haversine:

lat2-lat1 ) ? lon2-lon1
2 - arcsin \/sin (u) + cos(latl) - cos(lat2) - sin (H> crp (2.1)

2 2
donde:

lat1,lonl1 : latitud y longitud del primer punto en radianes,
lat2, lon2 : latitud y longitud del segundo punto en radianes,

rr : radio de la Tierra (aproximadamente 6371 km).

2.3. Adyacencia entre comunas en Chile

Ademas de la limpieza de datos y las distancias, es fundamental contar con un grafo de
adyacencia que represente las conexiones entre comunas del pais, donde las comunas serian
los nodos y los arcos las conexiones. La presencia de un arco entre dos comunas indicaria que
las comunas respectivas son comunas adyacentes. La identificaciéon de comunas adyacentes en
Chile requirié una metodologia detallada y precisa. Para ello, se recurrié a un método manual
mediante la consulta de un mapa detallado del pais, donde se pueden apreciar claramente los
limites comunales. A través de este mapa, se pudieron apreciar las fronteras que compartian
cada una de las comunas con sus vecinas.

A partir de la lista generada, se estructura una matriz de adyacencia, denotada por M.
Esta matriz es una representacién binaria que describe las relaciones de vecindad entre las
comunas:

Mo — {1 si ¢y j son adyacentes, (2.2)

ij = )
0 sino.

Estudiar directamente los limites en un mapa geografico ofrece una visualizacién clara y
precisa de las adyacencias. Esta metodologia manual y meticulosa, aunque puede ser laborio-
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2.3. Adyacencia entre comunas en Chile

sa, garantiza un alto grado de precision, especialmente si el mapa utilizado esta actualizado
y es de alta resolucion. Este trabajo nos proporciona una herramienta valiosa para asegurar
la contiguidad en los planes distritales.

En el caso de Chile, se han identificado islas que no tienen comunas adyacentes en térmi-
nos geograficos, pero en el caso de este trabajo y para fines practicos, se han vinculado a las
comunas mas cercanas con mayor poblacién. A continuacién, enumeramos los casos en los
que se ha aplicado esta técnica por las necesidades de representacion de cada una:

1. Antartica con Cabo de Hornos: La Isla de la Antartica, a pesar de su ubicacién remota,
se considera adyacente a la comuna de Cabo de Hornos debido a la proximidad relativa.

2. Juan Fernandez con Valparaiso: El Archipiélago Juan Fernandez se asocia a la comuna
de Valparaiso, que se encuentra en la costa continental mas cercana.

3. Isla de Pascua con Valparaiso: De manera similar la Isla de Pascua se vincula a la
comuna de Valparaiso.

4. Guaitecas con Cisnes: El Archipiélago de las Guaitecas se relaciona con la comuna de
Cisnes debido a su cercania.

5. Curaco de Vélez con Castro: Curaco de Vélez se vincula con la comuna de Castro, que
es la mas grande y poblada en la isla de Chiloé.

6. Puqueldén con Castro: De manera similar, Puqueldén se asocia a la comuna de Castro
en la isla de Chiloé.

7. Ancud con Maullin: La comuna de Ancud, ubicada en la Isla de Chiloé, se vincula con
la comuna de Maullin, que se encuentra de forma més cercana en el continente.

Esta técnica se utiliza para garantizar que estas islas tengan una representacion adecuada
en el contexto de la administracion y la toma de decisiones locales, a pesar de su distancia
de la tierra firme.

Ademas, es esencial entender que, en el contexto de Chile, se han definido dos listas
distintas para identificar comunas adyacentes:

1. Considerando limites regionales: En esta lista, si dos comunas estan separadas por
un limite regional, no se las considera vecinas, independientemente de su proximidad
geografica.

2. Sin considerar limites regionales: Esta lista omite las fronteras entre regiones, conside-
rando tnicamente la contigiiidad geogréafica. Aqui, todas las comunas que sus fronteras
se intersectan directamente son consideradas vecinas, sin importar las divisiones regio-
nales.
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En resumen, mientras que la primera lista toma en cuenta las divisiones administrativas
entre regiones, la segunda se enfoca tinicamente en la geografia para determinar la vecindad
entre comunas. Es importante contar con ambas versiones de matrices de adyacencias, porque
son variaciones que se consideran al momento de implementar los modelos de factibilidad.

2.4. Calculo de camino mas corto entre las comunas de
Chile

Uno de los aspectos cruciales es determinar el camino maés corto entre cada par de co-
munas, porque al momento de garantizar contigiiidad entre las comunas de un distrito se
utilizan estas rutas. Para llevar a cabo este proceso de manera eficiente, se emprendieron
tareas previas de preprocesamiento de datos.

Para calcular estos caminos mas cortos, se recurrié a la funciéon k_shortest_paths de
NetworkX [4], que determina las rutas més cortas entre puntos, y también la funcién Snuevo
(0) donde si el camino trazado entre dos comunas consta de més de tres nodos, retornard el
predecesor en el camino mas corto. Por otro lado, si el camino tiene menos nodos, la funciéon
retornard un valor vacio. Lo tltimo indica que las dos comunas en cuestién son vecinas, es
decir, no hay comunas intermedias entre ellas. Dada la cantidad de los datos, teniendo en
cuenta que la lista de comunas R contiene las 346 comunas de Chile, calcular el camino mas
corto entre cada par de comunas en cada ejecucion consume un tiempo considerable. Se ha
optado por elaborar un diccionario para agilizar célculos recurrentes. En este, cada clave
corresponde a una combinacién de pares (i, j) presentes en R. Los valores asociados a estas
claves son listas que contienen los resultados de la funciéon Snuevo para dicha combinacion.

Una vez creado, el diccionario se almacena en un bloc de notas para facilitar su acceso
y consulta. El diccionario es de tipo (key,value), donde cada llave es un par de comunas.
Existen dos versiones de este diccionario: una que respeta los limites regionales al determinar
las comunas adyacentes, y otra que ignora dichos limites.

La principal ventaja de este enfoque es la eficiencia. En lugar de reevaluar las distancias
en cada instancia, basta con consultar el diccionario para obtener el resultado asociado al par
(1,7). Gracias a esta estrategia, lo que solia requerir horas para calcular, ahora se completa
en segundos, lo que representa una mejora sustancial en términos de rendimiento y tiempo
de ejecucion.

La implementacion de las funciones k_shortest_paths de Network X y Snuevo se pueden
consultar en pseudocédigo en el Apéndice A.2.2 .
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2.5. Calidad de balance poblacional en el distritaje ac-
tual para Chile

Finalmente se requiere el calculo de una métrica esencial: el balance poblacional, denotado
por ¢, de un distritaje. Estd métrica nos indica la variabilidad de la poblacién entre los
diferentes distritos. La importancia de calcular este valor radica en su utilidad para la toma
de decisiones. A partir de aquello, es que se requiere calcular esta métrica para el distritaje
actual de Chile que denotaremos por egpa. Al comparar el balance poblacional del distritaje
actual de Chile (egpa) con el obtenido de los modelos de factibilidad, se puede determinar
si los modelos propuestos ofrecen una distribucién maés equitativa de la poblacién o si, por
el contrario, presentan desequilibrios mayores.

La determinacién del valor del balance poblacional para Chile egpy se lleva a cabo toman-
do como referencia la estructura actual de distritos de Chile [1]. A continuacién, se detalla
el proceso seguido para su calculo:

1. Seleccion del centro de distrito: Inicialmente, para cada distrito se identifica la comuna
con la mayor poblacién, designdndola como el ‘centro’ del distrito. Consecuentemente,
todas las deméas comunas de ese distrito se consideran vinculadas o asignadas a ese
centro especifico.

2. Integracion de datos demograficos: Una vez definidos los centros y las asignaciones,
se asocia con la informacion de la base de datos mencionada anteriormente 2.1. Este
paso es crucial para determinar la poblacion total de cada distrito. Posteriormente, se
calcula la poblacién promedio de los distritos, que servira como referencia en el calculo
del balance poblacional actual de Chile egpy.

3. El valor de e, se calcula utilizando la siguiente féormula:

€max = MAaX & (2.3)
ie{l,..k}
Con ¢; definido como:
e = i — Pl (2.4)
p

Emax €S €l valor maximo entre todos los distritos de .

g; es el error de balance poblacional especifico para un distrito i.

p; es la poblacién de un distrito especifico.

p es la poblacién promedio de los distritos. Definido como 2t, donde p; es la

K
poblacion total del pais y K el nimero de distritos.
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Este calculo busca identificar el distrito cuya poblacién se desvia més significativamente
de la media. En el caso de Chile, el nimero de distritos como K = 28 y la poblacién
total como p; = 17518991.

Este indicador es fundamental para asegurar que los derechos y la representacion de
los ciudadanos sean uniformes a lo largo del pais, evitando asi zonas sobrerrepresentadas o
subrepresentadas. En el caso de Chile se obtiene que e,.x &~ 1,3299 , que refleja la variabilidad
en la poblacion de cada distrito en el peor caso. Este valor es el que conoceremos como error
de balance poblacional actual para Chile.
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Capitulo 3

Modelos de programacion entera

La programacion entera se ocupa para resolver problemas de optimizacién en los que
algunas o todas las variables de decision deben tomar valores enteros. Los valores enteros
de las variables de decisién representan cantidades discretas, como el niimero de comunas a
asignar a un distrito. La restriccién de enteridad se puede anadir a un problema de progra-
macion lineal para modelar la realidad de que algunas cantidades solo pueden ser enteras.
Los problemas de programacion entera son generalmente mas dificiles de resolver que los
problemas de programacién lineal. Esto se debe a que el conjunto de soluciones factibles
de un problema de programaciéon entera es discreto, mientras que el conjunto de soluciones
factibles de un problema de programacion lineal es continuo. Esta técnica es especialmente
util cuando se abordan problemas en los que las soluciones fraccionarias no tienen sentido
practico, como en el caso de asignacién de bloques a distritos. Por ejemplo, no es posible
asignar 1,5 bloques a un distrito, o 0,25 de un bloque a otro. La unidad minima territorial
es un bloque, y esta es indivisible. Por lo tanto, una solucién que sugiera fracciones de un
bloque no seria aplicable en la realidad.

Cabe senalar que, aunque la programacién entera garantiza soluciones aplicables y rea-
listas, también puede ser computacionalmente més desafiante que la programacién lineal
estandar, debido a que esta ultima si permite resultados continuos. Los algoritmos para re-
solver problemas de programacién entera suelen ser mas complejos y pueden requerir mas
tiempo, especialmente para grandes conjuntos de datos. Sin embargo, el grafo y la division
politico administrativa de Chile posee caracteristicas que pueden favorecer los tiempos de
computacién. En primer lugar, al momento de realizar una vista desde lejos o “zoom out”
del grafo, se observa que el grafo parece una linea o camino. En segundo lugar, Chile, con sus
346 comunas como unidad minima territorial, presenta un escenario distinto en comparacion
con Estados Unidos, que cuenta con 3243 condados o equivalentes. Estas diferencias en la
estructura territorial tienen importantes implicancias en los modelos estudiados. Modelar
problemas con un niimero menor de nodos, como es el caso de las comunas chilenas, puede
ser computacionalmente mas sencillo. Un menor niimero de nodos suele traducirse en menos
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restricciones en los modelos, lo que facilita la busqueda de soluciones 6ptimas en tiempos
mas cortos.

Las soluciones seran llamadas distritajes. Este término se utiliza para describir el proceso
de subdividir un area geografica o una poblacién con el proposito de organizar y distribuir
el ejercicio de los derechos civiles y politicos, asi como las funciones puiblicas y los servicios
administrativos.! Una solucién factible estd definido por K distritos y forma una K-particién
de las comunas, es decir, donde la unién de todas las subregiones es igual a R. Ademas, se
exige obtener particiones geograficamente contiguas y equilibradas en poblacion. Es decir, el
subgrafo definido por un distrito debe ser conexo. Finalmente, se exige también que deben
poseer aproximadamente la misma poblacién.

Ambos modelos a presentar se sustentan en lo realizado por Gurnee et al. [11], y se
necesita como input un conjunto R de bloques o unidades basicas censales, un conjunto P
con la poblacién de cada uno de dichos bloques, D con la distancia entre cada uno de los
bloques censales y lista de adyacencia de cada uno de los bloques. Se deben entender los
siguientes parametros:

e d, ;: Distancia entre comunas i y j.
e p; : Poblacién de comuna j.
e p: Poblacién promedio segin la cantidad de distritos que se esta estudiando.

e cpp : Es el error de balance poblacional. Este valor es el que senala la desigualdad
en la representacion. Se entrega como insumo al modelo para que genere un distritaje
factible si es posible, y sino dird que es infactible para dicho valor.

e pred;(i) : Comuna antecesora, es decir, ubicada justo antes de la comuna i en el camino
méas corto entre 7 y j. Se calcula con las funciones Snuevo y k_shortest_path [ver
Seccion 2.4 y Anexo A.1].

Los modelos de factibilidad tienen el mismo propésito de crear distritajes que cumplan
con una serie de condiciones, como la contigiiidad geografica y equilibrio poblacional. Sin
embargo, se diferencian en algunos aspectos importantes:

e Modelo de factibilidad con centros por definir: En este modelo, los centros son definidos
por el modelo en su ejecucién. Esto significa que el modelo tiene que considerar dos
variables de decision:

— x;; : Variable binaria que indica si la comuna i esta asignada a la comuna j.

— y; : Variable binaria que indica si la comuna j es un centro.

thttps://dle.rae.es/distrito?m=form
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3.1. Modelo de factibilidad con centros fijos

e Modelo de factibilidad con centros fijos: En este modelo, los centros son definidos
previamente fuera del modelo. Esto significa que el modelo solo tiene que considerar
una variable de decision:

— x;; : Variable binaria que indica si la comuna i esta asignada al centro j.

3.1. Modelo de factibilidad con centros fijos

El modelo debe dividir una poblacién total en un numero especifico de distritos. La
cantidad de distritos se determina en funcion de una lista predefinida de centros geograficos
proporcionados como entrada al modelo. Cada centro geografico actia como un punto de
referencia desde el cual se extiende un distrito para incluir una porcién de la poblacion total.
A continuacién, se presenta el modelo:

me =1 para toda comuna i € R, (3.1)
jec
ijxm- <p(l +epp) para todo centro j € C, (3.2)
i€R
ij:rm > p(l —epp) para todo centro j € C, (3.3)
i€R
Tij < Tpred,(i),; Para toda comuna ¢, para todo centro j cuando pred; # 0. (3.4)

z;; € {0,1}  para todo centro j € C, para toda comuna i € R,

donde (3.1) impone que cada bloque este asignado a exactamente un centro. Las restricciones
(3.2) y (3.3) aseguran el equilibrio de poblacién. Se permite una variacién entre (1 +¢epp) y
(1 —epp) en la poblacién de cada distrito. La restriccién (3.4) hace cumplir la contiguidad.
La explicacién es, para que una comuna ¢ esté conectada a un centro j, todas las comunas
en el camino mas corto entre ¢ y 7 también deben estar conectadas. No se permite tener una
conexion directa entre una comuna y un centro sin asegurar que todas las comunas en el
camino més corto también estén conectadas. Por tltimo, (3.5) es la naturaleza de la variable,
donde se indica que la variable de decisién puede tomar el valor de 1 si es que la comuna ¢
estd asignada al centro j, y 0 sino.

3.2. Modelo de factibilidad con centros por definir

El propédsito de este modelo es llevar a cabo la division de una poblacién total en un
nimero determinado de distritos. La cantidad de distritos, representada por la constante K,
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3.3. Restriccion de limites regionales

es parte esencial de la entrada del modelo. En este contexto, el objetivo principal del modelo
es identificar y establecer los K centros geograficos optimos para generar los distritos que
cumplan con las restricciones especificadas.

me = 1 para toda comuna i € R, (3.6)

JER

Zpixm- <p(l+epp)y; paratodo centro j € R, (3.7)

i€R

Zpixiyj > p(l —epp)y; para todo centro j € R, (3.8)

i€R

xj; = y; para todo centro j € R, (3.9)

Sy K (3.10)

jER

x;; < y; para todo centro j € R, para toda comuna ¢ € R, (3.11)

Tij < Tpred, (i), Para toda comuna i, para todo centro j cuando cuando pred; # 0.
(3.12)

z;; €{0,1} para todo centro j € R,  para toda comuna i € R, (3.13)

y; € {0,1}  para todo centro j € R (3.14)

La restriccién (3.6) impone que cada bloque este asignado a una subregién. Las restriccio-
nes (3.7) y (3.8) aseguran el equilibrio de poblacién. Se permite una variacién entre (1+¢cpp)
y (1 —epp) en la poblacion de cada subregion. La restriccién (3.9) impone que si un bloque
es centro debe estar asignado al distrito del cudl es centro. La restriccién (3.10) impone que
los centros deben ser igual a K (un parametro fijo y dado para el modelo). La restriccion
(3.11) impone que en caso de asignar bloques a un centro, ese bloque debe estar abierto
como centro. La restriccién (3.12) hace cumplir la contiguidad de manera andloga al modelo
anterior 3.1. Por tltimo, se tiene la naturaleza de las variables en (3.13) y (3.14). En el caso
de (3.13) indica que la variable de decisién puede tomar el valor de 1 si es que la comuna i
estd asignada al centro j, y 0 sino. Mientras que, en el caso de (3.14), su valor es 1 cuando
indica que la comuna j es un centro, y 0 sino.

3.3. Restriccion de limites regionales

Para los modelos previamente expuestos, que permiten la formaciéon de distritos con
comunas de diferentes regiones, es necesario incorporar una restriccion adicional cuando se
busca limitar los distritos a conformaciones que incluyan tinicamente comunas de la misma
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3.4. Busqueda binaria para el balance poblacional éptimo

region. La restriccidon se plantea de la siguiente manera:
z;; = 0 para todo j € C, para toda i € R, que pertenezcan a distintas regiones. (3.15)

Se debe verificar, para cada comuna ¢ y cada centro potencial j, si la regién de la comuna
es diferente a la region del centro. En caso de que pertenezcan a regiones distintas, se debe
establecer que la variable binaria que indica la asignacion de la comuna al centro debe ser
igual a cero. Esto asegura que las comunas solo pueden ser asignadas a centros dentro de su
misma region.

Es importante destacar que la restriccion 3.15, tal como esta formulada, es valida para
la seccion 3.1 del modelo, ya que en ese contexto se itera sobre el conjunto de centros
predefinidos C. Sin embargo, para que esta restriccién sea aplicable a la seccién 3.2, es
necesario realizar una modificacién que podemos observar a continuacién:

x;; = 0 para todo j € R, para toda i € R, que pertenezcan a distintas regiones. (3.16)

En este caso, en lugar de utilizar el conjunto de centros C, se debe utilizar el conjunto de
todas las comunas, que es representando como R (recordemos que en este caso el modelo debe
definir los centros dentro del conjunto de todas las comunas al momento de la ejecucién).
Esto garantizara que la restriccion sea coherente con el contexto en el que se aplica.

3.4. Bisqueda binaria para el balance poblacional 6pti-
mo

A continuacién, se detalla un pseudocédigo que describe una estrategia de bisqueda bi-
naria para encontrar un aproximado al valor minimo de egp que hace factible los problemas
de factibilidad abordados anteriormente en las secciones 3.1 y 3.2. Esta estrategia se basa
en calcular promedios iterativamente dentro de un rango de valores establecidos inicialmen-
te, hasta que se encuentre el minimo bajo cierta convergencia. La convergencia de egp se
determina por la cercania entre el valor actual de egp y el valor anterior, dentro de una
tolerancia especifica para el problema, o por otro lado cuando se alcanza un cierto nimero
predeterminado de iteraciones.
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3.4. Busqueda binaria para el balance poblacional éptimo

Algorithm 1 Factibilidad minima de egp

Input: czp, g9 > Erores de balance poblacional entre los cuales se comprobara factibilidad
Output: lista_fact > Lista con valores factibles e infactibles entre egp v €¢
. Egp 2
€g <0
Crear lista vacia llamada lista_fact
Resolver el problema de factibilidad para egp
if el problema de factibilidad para egp es factible then
Agregar egp a lista_fact como factible
while gp no converja do
promedio < (egp + €0)/2
Resolver el problema de factibilidad para promedio
if el problema para promedio es factible then
Agregar promedio a lista_fact como factible
egp < promedio
else
Agregar promedio a lista_fact como infactible
g < promedio
end if
end while
. else
19: print 'El modelo es infactible’
20: end if

e e o T e T e T s T e S S Y
e B A I I el =
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Capitulo 4

Simulaciones y resultados

Actualmente, Chile ha implementado un distritaje que respeta los limites regionales, lo
que significa que un distrito no puede abarcar comunas pertenecientes a regiones diferentes.
Ademas, posee un error de balance poblacional egp ~ 1,3299 , que refleja la variabilidad
en la poblacion de los distritos en el peor caso y senala la desigualdad en la representacion.
Para entenderlo mejor, se busca que cada distrito tenga, idealmente, la misma poblacién
para que cada persona tenga igual representacién. Sin embargo, puede que algunos distritos
tengan mas personas y otros menos. Entonces, € nos ayuda a medir esta diferencia. Si el
valor de ¢ es 0, significa que todos los distritos tienen exactamente la misma cantidad de
gente (representacion perfectamente igualitaria). Si € es un nimero mayor que 0, nos indica
que hay una diferencia entre el distrito con mas personas o el distrito con menos personas,
respecto a la poblacién promedio segin la cantidad de distritos.

Por otro lado, Chile ha estructurado su sistema electoral en 28 distritos [1]. Estos dis-
tritos son unidades territoriales que sirven como base para las elecciones parlamentarias,
permitiendo la eleccion de representantes para el Congreso Nacional. Cada distrito elige un
determinado nimero de diputados dependiendo de su poblacién. Los 28 distritos de Chile
son una pieza fundamental del sistema democrético del pais, jugando un rol crucial en la
forma en que se toman decisiones a nivel nacional.

Las simulaciones realizadas fueron ejecutadas en un computador equipado con un pro-
cesador Intel(R) Core(TM) i5-7200 CPU @ 2.50 GHz, 8 GB de memoria RAM. Se utiliz6
Python 3.11 y Gurobi 10.0.1 para llevar a cabo los andlisis y cdlculos pertinentes.

Es importante destacar que al representar graficamente los distritajes propuestos, se opta
por excluir Isla de Pascua y Juan Fernandez, esta decisién se basa en la considerable distancia
geografica que estas localidades mantienen con respecto al resto del pais, lo que resulta en la
generacion de grandes espacios vacios en el mapa. La exclusion de estas regiones contribuye a
una representacion mas significativa de los distritos, mejorando la claridad de la visualizacién
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4.1. Respetando limites regionales y 28 distritos

de los distritajes propuestos.

Ademas, es importante notar que, en algunas de las figuras presentadas puede haber
similitud entre los colores utilizados. No obstante, esta similitud no implica la existencia de
distritos disconexos, mas bien es resultado de colores cercanos en la paleta utilizada.

4.1. Respetando limites regionales y 28 distritos

En esta oportunidad se utilizan los limites regionales, es decir, se respeta la demarcacion
actual de las regiones de Chile al conformar los distritos. Para lograr respetar los limites
regionales se debe utilizar la matriz de adyacencia que respeta dichos limites y agregar la
restriccion 3.15, que fuerza solo asignaciones de la misma regién. Esta consideracion se hace
con el objetivo de que la comparativa sea més ajustada a la estructura actual del pais. En
la misma linea de ajustar la comparativa es que se establece la cantidad de distritos en 28.
El distritaje actual de Chile se puede observar en la Figura 4.1 y en la Figura 4.2 para la
Region Metropolitana.

4.1.1. Centros por definir

Cuando se establecen 28 distritos donde el modelo es el encargado de escoger los centros y
respetando limites regionales, el modelo arroja un distritaje factible con un error de balance
poblacional de egp =~ 0,8398 en aproximadamente 234 segundos. Este nuevo valor refleja
una notable reduccion en la variabilidad de la poblaciéon entre distritos en comparacién con
el sistema actual de Chile. En la Figura 4.3 se observa el distritaje propuesto bajo estas
condiciones para la Region Metropolitana y en la Figura 4.4 para todo Chile.

La magnitud de esta mejora en equidad de representacion, que es aproximadamente 2/3
del valor actual para Chile, abre un debate respecto a, ;Qué consideraciones son las que
se han tenido al momento del disefio de distritos? Es conocido que se hace en términos de
igualdad y proporcionalidad, pero esto evidencia que no se aproxima a la soluciéon 6ptima y
que existen herramientas para que las decisiones sean tomadas con respaldo.

4.1.2. Centros fijos

Para este caso se conserva la misma cantidad de distritos( es decir, 28) y se establecen
centros fijos previamente para cada uno de los distritos. Estos centros estan determinados
por las comunas con la mayor poblacion dentro de los actuales distritos en el pais, la lista
de centros es la siguiente:
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4.1. Respetando limites regionales y 28 distritos

le6

san fernando
rancagua
temuco
angol
santiago
osorne
valdivia
talca
el bosque
coquimbo
puerto montt
punta arenas
recoleta
quilpue
los angeles
las condes
vina del mar
® linares
@ coyhaique
san bernardo
@ concepcion
iquique
arica
® antofagasta
maipu
puente alto
® chillan
copiapo

T T
—8.0 =15
le6

Figura 4.1: Distritaje actual para Chile, respeta limites regionales con egp = 1,3299y K = 28

e Arica e Maipu e Rancagua e Angol

e Iquique e Recoleta e San Fernando e Temuco

e Antofagasta e Santiago e Talca e Valdivia

e Copiapo e Las Condes e Linares e Osorno

e Coquimbo e Puente Alto e Chillan e Puerto Montt
e Quilpué e El Bosque e Concepcién e Coyhaique

e Vina del mar e San Bernardo e Los Angeles e Punta Arenas

El resultado en esta ocasion es egp ~ 0,8398 en 24 segundos. Esta cifra resulta inespe-
radamente igual al resultado obtenido en el caso de la Seccién 4.1.1. Aunque los modelos
se basan en diferentes criterios para seleccionar centros, porque en un caso el modelo debe
definir los centros y en el caso actual los centros son un insumo del modelo, el impacto global
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4.1. Respetando limites regionales y 28 distritos

le6

santiago

el bosque
recoleta

las condes
san bernardo
maipu
puente alto

—3.900 -

—3.925

—3.950

—3.975 A

—4.000 4

—4.025 +

—4.050 4

Figura 4.2: Distritaje actual para la Region Metropolitana, respeta limites regionales con
epp = 1,3299 y K =28

sobre el equilibrio poblacional es idéntico. Sin embargo, la composicién de cada uno de los
distritos es diferente. Dada la igualdad alcanzada en el error de balance poblacional egp, se
visualizara el distritaje propuesto, comenzando con la Regién Metropolitana en la Figura
4.5 y luego extendiéndose a todo el pais en la Figura 4.6.

En el caso de la Regién Metropolitana se puede notar de manera mas evidente la diferencia
de composiciéon en el distritaje pese a que el error de balance poblacional egp es el mismo.
En el caso donde el modelo debe definir los centros 4.1.1 se establecen 9 distritos (ver Figura
4.3) y con los centros fijos se establecen 7 distritos (ver Figura 4.5). Existen varias hipétesis
que podrian explicar esta igualdad en el error de balance poblacional egp:

e Proximidad geografica de los centros: Es posible que para ambos modelos se hayan
seleccionado centros que, aunque diferentes, estén geograficamente cerca unos de otros.
Si estos centros estan en ubicaciones con densidades poblacionales similares, podrian
resultar en valores de egp cercanos.

e Distribucion poblacional: Si las areas con alta poblacion estan distribuidas de manera
que hay varios centros potenciales cercanos que pueden servir a esas poblaciones, enton-
ces diferentes modelos podrian seleccionar centros ligeramente diferentes pero todavia
alcanzar resultados similares en términos de equilibrio poblacional.

e Capacidad de los centros: A causa de que para ambos casos el valor de la poblacion
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4.2. Sin limite regional y 28 distritos

le6

penalolen
recoleta
providencia
lo espejo

lo barnechea
la pintana
san pedro
cerrillos

el monte

—3.900

—3.925

—3.950

—3.975 A

—4.000 4

—4.025 4

—4.050 1

T T T T T T T T T
—7.975 —7.950 —7.925 —7.900 —71.875 —7.850 —7.825 —7.800 =1.775
le6

Figura 4.3: Distritaje para la Region Metropolitana respetando limites regionales con egp =
0,8398, K = 28 y centros por definir.

promedio es igual, la capacidad que cada centro posee también deberia ser similar por
lo que pueden servir a poblaciones comparables, llevando a egp similares.

e Restriccién del peor caso: La Region de Aysén es la regiéon del pais que tiene la menor
poblacién [1] e impone el limite inferior al momento de equilibrar la poblacién. Puede
ser que en ambos casos sea esta restriccion la que define el error de balance poblacional
EBP-

La situacion anterior sugiere que, al menos en este escenario, hay cierta flexibilidad en la
seleccion de centros sin comprometer el equilibrio poblacional o mejor dicho el error de
balance poblacional egp, ya que de igual manera se obtienen resultados de manera éptima.
La diferencia recae sobre el tiempo debido a que cuando el modelo debe asignar los centros
4.1.1 le toma diez veces mas tiempo que para el caso actual. De cualquier manera esto sugiere
que, hay margen para mejorar la equidad en la representacion actual del pais.

4.2. Sin limite regional y 28 distritos

Con modelos de factibilidad sin considerar el limite regional, se abre la posibilidad de
formar distritos que combinen comunas de diferentes regiones, esto permite més opciones de
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rancagua
temuco
penalclen
puerte montt
valdivia
talca
la serena
antartica
recoleta
cartagena
valparaiso
canete
villa alemana
concepcion
los angeles
providencia
coyhaique
@ loespejo
® iquique
putre
@ ollague
lo barnechea
la pintana
® chillan
san pedro
cerrillos
® el monte
alto del carmen

I
G
)

o000 000 o000 OO

Figura 4.4: Distritaje para Chile respetando limites regionales con egp = 0,8398, K = 28 y
centros por definir.

como conformar cada uno de los distritos. Sin embargo, se mantienen el nimero actual de
distritos para poder tener punto de comparacion con el sistema actual.

4.2.1. Centros por definir

La implementacién de este caso arroja un distritaje factible con un error de balance
poblacional egp =~ 0,039. Este valor es sorprendemente pequeno. Sin embargo, en un modelo
de factibilidad donde no existen limites regionales y el propio modelo es responsable de
seleccionar los mejores centros, se espera una mejora significativa en egp, esto se debe a que
se abren nuevas posibilidades:

e Libertad de Seleccion de Centros: Al eliminar las restricciones de limites regionales, el
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4.2. Sin limite regional y 28 distritos

santiago

el bosque
recoleta

las condes
maipu
puente alto
san bernardo

T T T T T T T T T
—7.975 -71.950 -1.925 —71.900 -1.875 —1.850 —7.825 —7.800 =7.775
le6

Figura 4.5: Distritaje para la Region Metropolitana respetando limites regionales con egp =
0,8398, K = 28 y centros fijos.

modelo tiene una mayor flexibilidad para escoger centros en ubicaciones estratégicas,
sin estar acotado por limites geograficos. Esto significa que puede optar por centros
que estén exactamente en lugares éptimos para equilibrar la distribucién poblacional.

e Optimizacién Global en Lugar de Local: En muchos casos, las restricciones regiona-
les pueden conducir a una optimizacién “local”, donde se buscan soluciones éptimas
dentro de una region particular, pero no necesariamente a nivel global. Al eliminar
estos limites, el modelo puede considerar el panorama global, resultando en una mejor
solucion general.

e Eliminacion de Multiples Centros Cercanos: En un escenario con restricciones regiona-
les, es posible que se requieran multiples centros en areas cercanas simplemente porque
estan en diferentes regiones. Al eliminar estas restricciones, el modelo puede identifi-
car y evitar redundancias, optando por ubicaciones que sirvan a areas mas amplias y
evitando la cercania innecesaria de centros.

Un egp ~ 0,039 indica una diferencia pequena en la distribucion de la poblacién entre
distritos. Ademas, el valor obtenido indica que la variaciéon de la poblacion entre distritos es
cercana al minimo, por lo que la representacién esta cerca de ser perfectamente igualitaria.
En la Figura 4.7 se observa como se ve el distritaje para todo Chile.

En esta etapa de creacién de distritos, es evidente que se han generado distritos con
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@ rancagua
@ angol
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Figura 4.6: Distritaje para Chile respetando limites regionales con egp = 0,8398, K = 28 y
centros fijos.

formas irregulares y notables diferencias entre ellos. Es especialmente notable que en el sur
del paifs existe un distrito que agrupa alrededor de tres regiones. Esta agrupacién se debe
principalmente a la baja poblaciéon en dichas regiones, siendo una de ellas la que cuenta
con la menor poblacién entre las 16 regiones del pais. De manera similar, en el norte del
pais, también encontramos regiones agrupadas en un solo distrito debido a las pequenas
poblaciones que albergan.

Es dificil observar la zona central en la Figura 4.7 que representa todo el pais. Sin em-
bargo, es de gran interés observar lo que ocurre en la Region Metropolitana, considerando
las condiciones y libertades mencionadas. Por lo tanto, en la Figura 4.8, observaremos el
distritaje para la Regién Metropolitana.

Cabe destacar que, pese a las similitudes en algunos colores utilizados, representan dis-
tintos distritos. Ademas, se puede observar que en la simbologia se encuentran nombres de
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4.2. Sin limite regional y 28 distritos

le6

T
-8.0 =15

Figura 4.7: Distritaje para Chile sin limites regionales con € = 0,039, K = 28 y centros por

definir.

comunas que no pertenecen a la Region Metropolitana. Esto se debe a que la flexibilidad de
permitir la creacién de distritos sin necesariamente respetar los limites regionales conlleva
a que, en algunos casos, el modelo pueda considerar que la posiciéon 6ptima para establecer
un centro se encuentre en una regién diferente, pero se permite que incluya comunas de la
Regién Metropolitana. Ademas, se puede mencionar que la zona central concentra la mayoria
de los distritos, llegando a observarse 13 de ellos en la Figura 4.8, lo que equivale a casi la
mitad de los distritos disponibles para distribuir en todo el pais. Sin embargo, dichas asigna-
ciones tienen bastante sentido porque esta area cuenta con la mayor densidad de poblacién

talca

codegua
molina

tirua

chillan viejo
canete

nunoa

curaco de velez
penco

cerrillos

huasco

la pintana
calbuco
independencia
vitacura
copiapo

san pedro de la paz
lo barnechea
valparaiso
hualqui

san bernardo
iquique

calama

lampa

san jose de maipo
el tabo

quinta normal
la ligua

en el pais, con numerosas comunas densamente pobladas.
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nunoa
cerrillos
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san bernardo
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san jose de maipo
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penco
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Figura 4.8: Distritaje Region Metropolitana sin limites regionales con € = 0,039, K = 28 y
centros por definir

4.2.2. Centros fijos

En esta seccién, se establecen centros fijos para cada uno de los distritos. Estos cen-
tros estan determinados nuevamente por las comunas con la mayor poblacién dentro de los
actuales distritos en el pais, del mismo modo que en la Subseccién 4.1.2.

La implementacién de este nuevo modelo se completé en un tiempo breve de aproxi-
madamente 13.03 segundos, y el resultado es un distritaje con egp ~ 0,6796. El error de
balance poblacional egp para el distritaje indica una diferencia més significativa en la distri-
bucién poblacional entre los distritos en comparacion al escenario previamente mencionado
en la Subseccién 4.2.1. Esta mayor disparidad, aunque no es ideal, es comprensible dadas las
restricciones impuestas al modelo al definir los centros previamente. La decisién de definir
centros y que sea uno de cada distrito actual del pais, impone que haya al menos uno por
region lo que introduce un nivel de rigidez en la solucién, pese a que no esté agregado como
restriccion que debe existir un centro o distrito por region. Esto puede llevar a resultados
subdptimos por varias razones:

e Distribucion Desigual de la Poblacién: Algunas regiones son considerablemente mas
pequenas en términos de poblacién que una sola comuna de la Regién Metropolitana.
Por ejemplo, toda la regiéon de Aysén posee una poblacion de 103158 y solamente
la comuna de Puente Alto en la Regién Metropolitana posee 568106 habitantes. Al
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4.2. Sin limite regional y 28 distritos

imponer un centro en cada region, sin tener en cuenta estas grandes diferencias de
poblacién, se esta creando un desequilibrio inherente.

e Limitaciones en la Optimizacién y Rigidez: Al dar centros fijos con las caracteristicas
mencionadas se introducen restricciones adicionales en el modelo, por lo que se reduce
el espacio de soluciones posibles. En consecuencia, el modelo podria no ser capaz de
encontrar la solucion verdaderamente 6ptima debido a estas restricciones que obligan
a la presencia de un centro por region.

Al observar la Figura 4.9 de Chile, no existen agrupaciones notorias de mas de una region
en un solo distrito. Esto se debe a que, como se menciond en la seleccién de centros, se ha
asignado una comuna de cada distrito actual del pais, por lo que existe al menos un centro
por region. A continuacion, se presenta el grafico mencionado.
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Figura 4.9: Distritaje para Chile sin limites regionales con ¢ = 0,6796, K = 28 y centros
fijos.
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4.2. Sin limite regional y 28 distritos

4.2.3. Centros por definir integrando funcién objetivo para impo-
ner compacidad

La optimizacion de los distritajes con el objetivo de lograr una forma visualmente com-
pacta para cada uno de los distritos presenta desafios computacionales significativos. Se ha
propuesto la inclusién de una funcién objetivo, al igual que en Gurnee et al. [11], de la
forma.

rnl’nz Z(dij)apixij (41)

i€R jeC

Dicha funcién objetivo busca minimizar la suma de las distancias elevadas a la poten-
cia «, ponderadas por la poblacion de cada comuna y la variable de decisién asociada. El
parametro « controla la influencia de las distancias en la funcién objetivo. La inclusion de
este término elevado a la potencia « tiene como objetivo penalizar de manera mas significa-
tiva las asignaciones que resulten en distritos con formas menos compactas con la intencién
de favorecer la formacién de distritos mas circulares y evitar formas irregulares, como puntas
o comunas atrapadas.

No obstante, la aplicacion de esta funcion objetivo ha resultado en una ineficiencia compu-
tacional. Los tiempos de ejecucién por cada error de balance poblacional egp, es decir, por
cada iteracion, han alcanzado hasta 456280 segundos, con un promedio de 59199 segundos, lo
que equivale a aproximadamente 16 horas. Este tiempo prolongado de ejecucién representa
un desafio importante, especialmente cuando se busca explorar diversas configuraciones para
mejorar la compacidad de los distritos.

En el caso especifico de Chile, los resultados obtenidos al incorporar la funcién objetivo no
han demostrado cambios significativos que justifiquen el esfuerzo computacional adicional. A
pesar de la inclusién de la funcién objetivo, aiin se observan distritos alargados, similar a los
resultados obtenidos sin su aplicacion. Es importante destacar que estas pruebas se llevaron
a cabo en un escenario en el cual el modelo debe definir los centros, sin limites regionales,
esta decisién es debido a que se ha observado que la inclusién de estos limites proporciona
cierta compacidad inherente a los resultados.

En resumen, aunque la idea de la funcién objetivo para fomentar la compacidad de los
distritos es valida, los desafios computacionales sugieren la necesidad de explorar enfoques
alternativos o mejoras en la eficiencia del algoritmo para garantizar una aplicacion practica
en situaciones de planificacién distrital.
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4.3. Centros por definir con limites regionales y variacién del nimero de distritos

4.3. Centros por definir con limites regionales y varia-
cién del nimero de distritos

El propédsito de este analisis es entender cémo la eleccion del nimero de centros, repre-
sentado por K, influye en el balance poblacional, representada por egp. Especificamente,
estamos interesados en observar como cambia egp a medida que ajustamos el valor de K.
Para cada valor de K, se llevé a cabo el problema de factibilidad para determinar los centros
optimos y el valor de egp mas pequeno. Para encontrar este 1ltimo valor se realiza la rutina
de busqueda binaria senialada en la Seccion 3.4. Esta rutina se realiza fijando una tolerancia
de T = 0,005.

4.3.1. Variacion entre 16 y 56 distritos

En este caso, se desea llevar a cabo un andlisis que abarque desde 16 distritos hasta un
maximo de 56 distritos. La eleccién de estos valores se fundamenta en dos consideraciones.
En primer lugar, se toma en cuenta el minimo de 16 distritos, ya que esto coincide con el
nimero de regiones en Chile y es el minimo de distritos factible bajo la condicién de respetar
limites regionales. El establecer 16 distritos asegura que cada region se convierta en su propio
distrito, respetando los limites regionales. Por otro lado, se establece un limite superior de 56
distritos, lo que representa el doble del nimero de distritos actualmente implementados. Esta
amplia variacién de distritos proporciona un rango adecuado para el andlisis en el contexto
chileno.

Para cada uno de los casos, se han obtenido resultados interesantes. Con el propésito de

ofrecer una visualizaciéon mas clara de estos resultados, se han representado en el grafico de
la Figura 4.10:

Es importante senalar que, aunque hay una tendencia decreciente general, no todos los
distritos consecutivos tienen una reduccién en el valor de egp. Ademas, inicialmente el valor
de epp es elevado debido a la limitacion que impone el escenario con 16 distritos, donde no
se permite dividir ninguna region, por lo que necesariamente cada regién debe constituir un
distrito independiente. Esto conlleva a marcadas disparidades de poblacién entre los distritos
resultantes.

A medida que el valor de K se incrementa, se ajusta progresivamente la subdivision de
las poblaciones en los K distritos necesarios para minimizar las desviaciones respecto a la
poblacién promedio, lo que a su vez reduce el valor de . Sin embargo, en el caso particular
de K = 20, se evidencia un aumento en el valor de € en comparacién con su antecesor. Este
incremento podria estar relacionado con la poblacién promedio para el caso y la limitacién
de no dividir comunas y respetar los limites regionales.
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4.3. Centros por definir con limites regionales y variacién del nimero de distritos

15 20 25 30 35 40 45 50 55
Figura 4.10: Variacién de ¢ segun el valor de K entre 16 y 56

4.3.2. Variacion entre 16 y 200 distritos

A raiz de la situacién anterior, se ha tomado la decisién de evaluar a un mayor ntimero
de distritos. En el caso anterior, se exploraron de manera secuencial las opciones que abar-
caban desde 16 hasta 56 distritos. A partir de este punto, se procedié a realizar evaluaciones
adicionales en incrementos de 10 distritos, abarcando casos desde 60, 70... 190, y finalmente,
200 distritos. Este enfoque escalonado es para observar cémo se comportan las soluciones
en funcién del nimero de distritos. A continuacién, se observa el valor de ¢ entre 16 y 200
distritos:

Como se menciono antes, se observa una clara tendencia decreciente en los valores de egp
a medida que aumenta el nimero de distritos, hasta llegar a K = 52. Es particularmente
significativo destacar que el punto en el que se alcanza el menor valor de egp corresponde
a K = 52 en este contexto especifico. Lo anterior sugiere que, este resultado destaca la
importancia de elegir la cantidad de distritos adecuada, mostrando que, en este caso, K = 52
representa la configuracién éptima para minimizar el error de balance poblacional asociado

a Epp.

A partir del anédlisis de la Figura 4.11, se destacan dos observaciones significativas. En
primer lugar, al observar la variacion del error de balance poblacional egp, se identifica un
intervalo inicial en el cual parece decrecer de manera constante. Este descenso puede estar
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4.3. Centros por definir con limites regionales y variacién del nimero de distritos
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K

Figura 4.11: Variacién de € segtn el valor de K entre 16 y 200

delimitado por la region de menor poblacién, sugiriendo una influencia directa de este factor
en la variabilidad de egp. En segundo lugar, a partir de K = 60, se observa una marcada
tendencia creciente en los errores de balance poblacional egp, aparentemente constante.

El comportamiento mencionado de decrecer y crecer de forma constante sugiere la pre-
sencia de restricciones fuertes que determinan en egp. En particular, las restricciones (3.8)
y (3.9) emergen como candidatas clave en la explicacién de esta tendencia.

Ambas situaciones resaltan la importancia de estas restricciones en la determinacion de
£€gp, ¥ su comprension es esencial para interpretar los patrones observados en la variacion
de este parametro en el contexto del problema en cuestién. A continuacion, se procedera al
despeje de egp a partir de las restricciones mencionadas.

A partir de la siguiente desigualdad comienza el despeje para (3.8):

pi > % (1= epp) (4.2)

Obteniendo como resultado la siguiente desigualdad que puede estar definiendo el valor de

epp en el intervalo decreciente:
pi - K

ygs

(4.3)

epp <1 —
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4.3. Centros por definir con limites regionales y variacién del nimero de distritos
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Figura 4.12: Comparacién del valor de € segtin la ecuacion despejada y el valor obtenido en
el modelo para K entre 16 y 56

Y para (3.9) es a partir de la siguiente desigualdad:

b < % (1 +epp) (4.4)

Obteniendo como resultado la siguiente desigualdad que puede estar definiendo el valor de

egp en el intervalo creciente:
pi- K _

Dbt

EBP Z 1 (45)

En el caso especifico de Chile, se destaca la notable disparidad poblacional entre las
regiones, evidenciada por la Region de Aysén, que cuenta con la menor poblacion, registrando
un total de 101316 habitantes. Por otro lado, la comuna de Puente Alto se posiciona como la
de mayor poblaciéon con un total de 568106 habitantes. Estos extremos ilustran la diversidad
demografica presente en el pais.

Para explorar la relacién entre la poblacion de la Region de Aysén y la poblacion total de
Chile en el contexto de la ecuacién (4.3), se han utilizado los valores antes mencionados. La
ecuacion proporciona datos que se reflejan en el grafico adjunto, el cual ofrece una represen-
tacion visual de la influencia de la poblacién de la Region de Aysén en el comportamiento
de la variable de interés (¢pp).

En este contexto, la simbologia utilizada en la figura 4.12 se divide en dos conjuntos: los
“Valores Modelo de Factibilidad” y los “Valores Calculados del Despeje de Restriccion”. Los
primeros surgen directamente del modelo de factibilidad, el cual incluye limites regionales y
centros por definir. Por otro lado, los segundos resultan de sustituir las poblaciones especificas
de la Regién de Aysén y de Chile en la ecuacién (4.3). En la Figura 4.12a se observa de forma
mas completa la situacién mientras que en la Figura 4.12b se observa en mayor detalle el
intervalo comprendido entre K = 21 y K = 52.
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Figura 4.13: Comparacién del valor de € segtn la ecuacion despejada y el valor obtenido en
el modelo para K entre 40 y 200

A partir de lo anterior, se evidencia que los valores generados por la ecuacién (4.3) se
ajustan bastante a los obtenidos a través del modelo de factibilidad que considera limites
regionales y centros por definir. Sin embargo, este ajuste es significativo exclusivamente
dentro del intervalo especifico de K = 21 a K = 52, como se ilustra claramente en la
Figura 4.12. La razén fundamental detras de este fendmeno es la activacién de restricciones
especificas en funcién del valor de K. Entre K = 21 y K = 52, la restriccién (3.8), que
impone un limite inferior a la poblacién permitida, entra en accién debido a la Regién de
Aysén. Este hecho conduce a un ajuste notorio en los errores de balance poblacional egp de
acuerdo con la ecuacién (4.3).

Es esencial destacar que tanto antes como después de este rango especifico, la ecuacién
(4.3) deja de ajustarse de manera adecuada. Este fendmeno sugiere la existencia de otra
restriccién que entra en juego y ejerce influencia sobre el error de balance poblacional egp,
fuera del rango mencionado. La identificacion y comprensién de esta restriccion adicional
son cruciales para una interpretacion completa de los resultados obtenidos. Para continuar
con el andlisis, se explorara la relacion entre la poblacién de la comuna mas poblada, Puente
Alto, y la poblacién total de Chile, en el contexto de la ecuacién (4.5). Utilizando los valores
poblacionales previamente mencionados, se generan datos que se presentan en el grafico
adjunto para comparar nuevamente los “Valores Modelo de Factibilidad” y los “Valores
Calculados del Despeje de Restriccion”.

A partir de la observacién de la Figura 4.13, se evidencia un ajuste consistente entre
los valores generados por la ecuacién (4.5) y aquellos obtenidos a través del modelo de
factibilidad, que considera limites regionales y centros por definir. Sin embargo, este ajuste
es notablemente significativo inicamente en el intervalo creciente, abarcando desde K = 52
hasta K = 200, segiin se muestra de manera evidente en la Figura 4.13.

Esta conclusién permite inferir que, en el caso de valores crecientes de K, existe una

37



4.4. Interpretacion de los resultados

relacién directa con la restriccion (3.9), utilizando a Puente Alto como la comuna dominante
en la situacién. En situaciones hipotéticas donde la poblacién de Puente Alto disminuiria,
otra comuna con mayor poblaciéon podria asumir el rol dominante, seialando esta transicion
como el cuello de botella del problema.

Es crucial destacar que muchos de los valores de K estudiados estan estrechamente vin-
culados a las restricciones de poblacién (3.8) y (3.9), las cuales definen en la mayoria de los
casos el error de balance poblacional egp. Sin embargo, se observa que existen valores que
no pueden explicarse de manera precisa mediante ninguna ecuacion. Este fenomeno resalta
la complejidad y la interaccién dindamica de las restricciones en el modelo, las cuales influyen
en la variacién de egp en diferentes segmentos del rango de K.

4.4. Interpretacion de los resultados

En esta seccion se presenta la interpretacion general de los resultados obtenidos previa-
mente en el Capitulo 4. Dichos resultados se agrupan en diferentes subsecciones para facilitar
su comprension.

4.4.1. Efectos de la presencia de limites regionales

Un dato relevante a destacar es la diferencia entre los dos grandes escenarios propuestos.
Cuando se eliminan los limites regionales, ya sea cuando los centros son fijos o cuando los
centros se deben definir, se logra un error de balance poblacional € gp mas bajo, evidenciando
que los limites regionales conllevan ciertas restricciones que dificultan alcanzar la equidad en
la representacion.

La magnitud de estas mejoras en equidad de representacién resalta la importancia de
la restriccién de limites regionales en la configuracién de distritos. La eliminacién de es-
ta restriccién podria ofrecer una representaciéon mas equitativa en términos de poblacion,
pero también plantea preguntas sobre si los representantes deben ser electos respetando es-
ta restriccion, ya que los limites regionales no son arbitrarios, sino que reflejan historias
y problematicas compartidas por las comunas de una misma region. Esto podria llevar a
situaciones donde los representantes electos no estén completamente alineados con las par-
ticularidades y necesidades de todas las comunas que representan. Ademads, podrian surgir
conflictos de intereses si diferentes comunas dentro de un mismo distrito tienen objetivos o
necesidades opuestas debido a sus diferentes contextos regionales. La decisién de si los repre-
sentantes deben ser electos respetando la restriccion de limites regionales deberia considerar
tanto la equidad en representacion como la pertinencia geografica de los distritos.

Este analisis abre un debate importante sobre qué priorizar en la definicién de distri-
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4.4. Interpretacion de los resultados

tos: jSe debe buscar una representacién lo mas equitativa posible desde el punto de vista
poblacional, aun si eso significa cruzar limites regionales? ;O es mas adecuado mantener la
integridad de las regiones, reconociendo que esto puede resultar en ciertas desigualdades en
la representacién?

La reflexién final seria que, aunque la equidad en términos de representacién poblacional
es un objetivo esencial, también es importante considerar las historias y particularidades
de las regiones. Encontrar un equilibrio entre estos dos aspectos es un desafio central en el
diseno de cualquier sistema electoral.

4.4.2. Heuristica para caso con limites regionales

Uno de los hallazgos més destacados del trabajo realizado es la sorprendente similitud
en el error de balance poblacional egp cuando hay limites regionales ya sea para el caso
de centros fijos como en el caso de centros por definir. Esto sugiere que el problema de
factibilidad con centros fijos y con limites regionales podria aproximarse de manera eficiente
a través de una heuristica que conduce a una solucién factible y razonable. Lo que es ain
mas notable es la drastica diferencia en los tiempos de computo entre ambos enfoques. En
particular, el tiempo requerido para el caso con centros fijos es aproximadamente diez veces
menor que el tiempo necesario para el caso en el que los centros son definidos por el modelo.

Este hallazgo tiene implicaciones importantes, ya que demuestra la eficacia de la heuristi-
ca aplicada al problema. Ademas, resalta la importancia de considerar el tiempo de computo
al tomar decisiones en situaciones de distritaje, donde la eficiencia en la generacion de distri-
tos es un factor critico. En resumen, hemos observado que, independientemente del método
utilizado para definir los centros, el error de balance poblacional egp se mantiene constante,
lo que sugiere que bajo las condiciones senialadas y para el caso de Chile, la heuristica con-
lleva a una solucién éptima y factible, ademas de una diferencia significativa en la eficiencia
computacional.

Ademas, cabe destacar que la heuristica encontrada es un ajuste del distritaje actual del
pals, ya que en base a los distritos que ya estdan conformados se selecciona la comuna con
mas poblacion y entorno a dicha comuna se generan los nuevos distritos con los cuales se
obtiene un error de balance poblacional egp éptimo.

4.4.3. Numero de distritos dénde se alcanza el 6ptimo para la
menor diferencia de poblacién

Es relevante destacar el nimero de distritos para el cual el error de balance poblacional
epp alcanza su punto 6ptimo, lo que significa el valor mas bajo de egp que puede lograrse
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bajo las condiciones especificadas, como respetar los limites regionales y permitir que el
modelo defina los centros de los distritos, ademas de las restricciones que posee el modelo.
En este caso, ese nimero es 52, 1o que representa aproximadamente el doble de la composicién

actual de 28 distritos. El error de balance poblacional egp 6ptimo en esta configuracion es
de 0.7031.

Comparando esto con el caso de 28 distritos, donde el mejor error de balance poblacional
egp que se puede alcanzar es 0.8398, notamos una diferencia de 0.1367. Aunque esta dife-
rencia no parece ser significativa a primera vista, es importante considerar que en términos
de representatividad o valor de voto, podria tener un impacto significativo. Por lo tanto, la
elecciéon del nimero de distritos y el egp son decisiones cruciales en el proceso de creacién de
distritos, ya que afectan directamente la representacion y el equilibrio de poder en el sistema
politico.

4.4.4. Comparando balance poblacional actual de Chile con los
obtenidos en los modelos

Al inicio del Capitulo 4, se menciona que actualmente Chile tiene un error de balance
poblacional egpa cercano a 1,3299 en su actual sistema de distritaje. Bajo las mismas con-
diciones que rigen el distritaje chileno actual, es decir, respetando los limites regionales y
con un total de 28 distritos, el 6ptimo del error de balance poblacional egp se reduce sig-
nificativamente a aproximadamente 0.8398. Esto indica que existe margen para mejorar la
representatividad en el sistema actual.

Sin embargo, es importante destacar que se pueden lograr aun mayores niveles de op-
timizacion al cambiar las condiciones del distritaje. Por ejemplo, al eliminar por completo
los limites regionales, el error de balance poblacional egp disminuye drasticamente a apro-
ximadamente 0.039. Esto sugiere que la eliminacion de los limites regionales permitiria una
representacién mucho més equitativa y justa.

Por otro lado, al crear 52 distritos y aiin manteniendo los limites regionales, se obtiene un
egp de aproximadamente 0.7031 Esto muestra que es posible lograr una mejora sustancial
en la representatividad incluso sin eliminar los limites regionales, al simplemente aumentar
el nimero de distritos.

Estos resultados demuestran que existen multiples enfoques y oportunidades para mejorar
la representatividad en el sistema de distritaje chileno, y que la elecciéon de las condiciones
y el nimero de distritos juega un papel crucial en este proceso.
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4.4.5. Relevancia de restricciones de poblacion en el modelo

La relevancia de las restricciones de poblacién en el modelo se destaca a través de las
observaciones realizadas en la Subseccion 4.3.2. Los errores de balance poblacional egp pre-
sentan una asociacién notable con las restricciones (3.8) y (3.9). Estas restricciones imponen
limites significativos, siendo la Regiéon de Aysén el limite inferior y la comuna de Puente Alto
el limite superior que dominan en la mayoria de los errores de balance poblacional egp para
los distintos valores de K.

El comportamiento de egp dentro del rango estudiado refleja la influencia directa de
estas restricciones de poblacion, evidenciando un patrén claro de variacion asociado a la
demografia de la Regién de Aysén y la comuna de Puente Alto. La Figura 4.13 proporciona
una representacion visual la relaciéon con Puente Alto, donde se puede apreciar cémo la
ecuacion (4.5) se ajusta de manera coherente en el intervalo creciente de K = 52 a K = 200.
Mientras que, la Figura 4.12 representa el caso para la Regién de Aysén y como la ecuacion
(4.3) se ajusta en el intervalo decreciente de K =21 a K = 52.

Es crucial senalar que, aunque la mayoria de los valores de K pueden explicarse direc-
tamente mediante estas restricciones, existen instancias, como se observa entre K = 16 y
K = 20, donde la asociacién no es clara. Especificamente, el valor obtenido para K = 20
plantea desafios en la interpretacion, sugiriendo la posible influencia de factores adicionales
no capturados por las restricciones poblacionales predominantes. Esta complejidad resal-
ta la necesidad de una comprensiéon mas profunda de las dindmicas demograficas y de las
restricciones en juego.
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Capitulo 5

Conclusion

En el Capitulo 4 de simulaciones y resultados, se llevaron a cabo extensos analisis y se
obtuvieron conclusiones importantes en relacion con el diseno de distritos en Chile. Aqui
resumimos las conclusiones més destacadas:

1. Impacto de los Limites Regionales: Los limites regionales tiene un impacto significativo
en la equidad de representacion. Cuando se eliminan los limites regionales, se logra una
representaciéon mas equitativa en términos de poblacién, pero esto también plantea
preguntas sobre la pertinencia geografica de los distritos.

2. Heuristica Eficaz: Se descubrio que, para el caso de Chile y bajo las condiciones mencio-
nadas, cuando se aplican limites regionales, la heuristica utilizada en el caso de centros
fijos, definidos por la comuna con mas poblacién de cada uno de los distritos actuales
del pais, conduce a una solucién éptima, factible y con eficiencia computacional.

3. Optimo en el Numero de Distritos: Se determiné que el niimero 6ptimo de distritos
para mantener los limites regionales y minimizar la diferencia de poblacién es 52. Esto
sugiere que hay un equilibrio critico entre la equidad en la representacion y la cantidad
de distritos.

4. Asociacion de los errores de balance poblacional egp: Se ha observado que las restric-
ciones de poblacion estan dominadas o influenciadas por la comuna de Puente Alto y
la Regién de Aysén, pues es en base a ellas que se determinan y explican la mayoria
de los errores epp.
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5.1. Trabajo Futuro

Este estudio proporciona una base sélida para futuras investigaciones y abre una serie de
interrogantes para investigarse. Algunos posibles temas de trabajo futuro incluyen:

1. Efectos Politicos: Seria interesante investigar cémo los cambios en el disenio de distritos
podrian afectar la representacién politica y la toma de decisiones a nivel nacional. A
partir de los distritos propuestos, investigar como quedaria la asignacion de escanos o
cuantos escanos son necesarios para una representacion justa.

2. Caso Facil para Chile: A lo largo de la investigacion surge una interrogante respecto
a qué particularidad del grafo de Chile es la que permite que resolver los modelos sea
facil, es decir, si existe alguna caracteristica que permite la eficiencia computacional.
Pese a que el tratamiento y el preprocesamiento de los datos es parte fundamental, se
ha demostrado que el problema es NP-hard en grafos generales [6], incluso en el caso
de dos centros. Entonces, entender qué tipo de grafo es Chile podria permitir reducir
dicha complejidad en otros contextos relacionados.

Finalmente, el diseno de distritos en Chile es un tema complejo que involucra una serie
de consideraciones importantes. Este estudio proporciona una vision general de las implica-
ciones de diferentes enfoques y abre la puerta a investigaciones adicionales para mejorar la
representacion politica en el pais.
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Apéndice A

Anexo

A.1. Diccionario de funciones utilizadas para el cédigo

e dist: Recibe dos comunas y entrega la distancia en kilometros entre ellas.
e pob: Recibe una comuna y entrega la poblacién de dicha comuna.

e calcular_poblacion_total: Recibe una lista de comunas y entrega la poblacion total
de todas ellas.

e obtener_region: Recibe una comuna y entrega la region a la cudl pertenece.

e obtener_comunas: Recibe una region y entrega las comunas que pertenecen a dicha
region.

e codigo_com_cut: Recibe una comuna y entrega el CUT de ella.

e k_shortest_path: Recibe un grafo G, un nodo fuente, un nodo destino, y un nimero
k, y devuelve los k caminos més cortos desde el nodo fuente al nodo destino en el grafo

G.

e Snuevo: Recibe V, uy v .V es un conjunto de nodos para crear un subgrafo inducido;
se busca el camino mas corto entre u y v en ese subgrafo, y se retorna el pentltimo
nodo de ese camino si su longitud es al menos 3; de lo contrario, retorna una lista vacia.

A.2. Pseucdodigos

En la presente seccion se presentan algunos pseudocédigos con el fin de mejorar el en-
tendimiento de la implementaciéon de algunas de las funciones mencionadas en el codigo.
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A.2. Pseucodigos

Estos pseudocédigos proporcionan una descripcion de como se crea el grafo de adyacencia
y como se encuentran los caminos mas cortos entre comunas en el contexto del problema.
Estos pseudocddigos son tutiles para comprender mejor la implementacién de estas funciones.

A.2.1. Grafo de adyacencia y matriz de adyacencia

A continuacion, se observa de qué manera se implementa la creacién del grafo de adya-
cencia utilizando la lista de adyacencias como insumo. Finalmente, una vez que el grafo de
adyacencia estd construido, se procede al calculo de la matriz de adyacencia.

Algorithm 2 Creacién del Grafo de Adyacencia

Input: diccionario_de_adyacencia_por_comunas > Diccionario con clave el nombre de cada
comuna y como llave sus adyacencias.
Output: grafo_adyacencia
Output: matriz_adyacencia
1: Crear una lista para almacenar los identificadores de las comunas
2: Inicializar id_ local como una lista vacia
3: Inicializar un grafo de adyacencia como un grafo vacio
4: for cada comuna, adyacencia en diccionario_de_adyacencias_por_comuna do
5: Agregar el identificador de la comuna a id_local
6 for cada comuna_ady en adyacencia do
7 Agregar una arista entre comuna y comuna_ady en el grafo de adyacencia
8 end for
9: end for
10: Calcular la matriz de adyacencia a partir del grafo de adyacencia
11: Convertir la matriz de adyacencia a una matriz NumPy y redondear los valores

A.2.2. Calculo caminos mas cortos

Al buscar los caminos mas cortos entre dos comunas, se emplea la matriz de adyacencia y
se utilizan dos funciones clave: k_shortest_paths y Snuevo. La funcién k_shortest_paths
se encarga de encontrar los k£ caminos mas cortos entre dos comunas, considerando un peso
asociado a las aristas del grafo. Por otro lado, la funciéon Snuevo se utiliza para obtener
caminos especificos entre dos comunas de interés. Estas funciones desempenan un papel
fundamental en el contexto del problema tratado.

A partir de lo mencionado en Anexos A.2.1 y en la seccién actual, se lleva a cabo el
calculo de los caminos més cortos entre cada par de comunas. Este proceso es fundamental
para garantizar la contigiiidad en la creacién de distritos.
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A.2. Pseucodigos

Algorithm 3 Célculo de caminos mas cortos(k_shortest_paths)

Input: G > grafo inducido sobre el cual se calcularan los caminos mas cortos
Input: comuna_origen y comuna_destino
Input: & > cantidad de caminos mas cortos que quiero que la funcién me devuelva
Input: peso > es el peso que se dard a cada arista
Output: resultado > lista con los nodos en el camino mas corto

1: Crear una lista resultados

2: for cada camino més corto en el grafo G desde comuna_origen hasta comuna_destino con

peso do

3: Agregar el camino a resultados

4: end for

5: return Devolver resultados

Algorithm 4 Célculo de caminos entre dos comunas de interés (Snuevo)

Input: V > Lista de nodos para crear un grafo
Input: vy v > nodo origen y nodo destino, respectivamente
Output: nodo_intermedio > Devuelve el nodo antecesor (respecto al nodo destino) entre el
camino del nodo origen y el nodo destino
Output: lista_vacia
1: Crear un subgrafo H como subgrafo inducido de grafo_adyacencia utilizando los nodos
en V
Encontrar el camino mas corto entre u y v en el subgrafo H.
if el camino tiene al menos 3 nodos then
return Devolver el segundo nodo del camino (nodo intermedio o antecesor)
else
return Devolver una lista vacia

end if
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