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Resumen

El propésito de este trabajo es comprender y modelar un sistema neuronal, con énfasis
en el comportamiento de las interacciones de la red interconectada de neuronas, de acuerdo
con la accion de diferentes estimulos externos, por ejemplo, ruido. Ademads, se analizara, a
partir del modelo, la sincronizacién y comportamiento obtenido utilizando diferentes
configuraciones del sistema.

Para ello se trabajard en un modelo y simulaciones con las caracteristicas de las
neuronas del tipo FitzHugh-Nagumo, el cual tendra un enfoque escalable, es decir, se comienza
con un modelo basico independiente y se van agregando las consideraciones necesarias para
cumplir el objetivo de este escrito, como son la figura de la interacciéon neuronal y el ruido
presente en el sistema, el cual se considera un ruido blanco Gaussiano.

Al finalizar el proceso de modelamiento y simulacién, se encontré6 que un sistema
neuronal conectado puede sincronizarse de manera activa sin la presencia de impulsos
externos en la red completa, lo cual puede suceder con o sin presencia de ruido. Por otra parte,
se mostré uno de los roles que cumple el ruido en el sistema; la posibilidad de activar vy
sincronizar la red neuronal completa con las correctas configuraciones del factor de interaccion
y el nivel de ruido, sin presencia de impulsos externos.

Este trabajo deja consigo posibilidades de seguir escalandolo para crear un sistema con
mas caracteristicas que lo asemejen a un sistema neuronal mas complejo que permita
comprender algunos fendmenos interesantes que ocurren en niveles que necesitan un mayor
grado de profundizacion.

Palabras clave: interacciéon neuronal, ruido blanco Gaussiano, sincronizacion neuronal,

heuronas tipo FitzHugh-Nagumo, modelamiento de sistemas complejos.



Introduccion

La comprension y el estudio de neurociencias abarca un amplio espectro de perspectivas
las cuales se abordan, debido a su importancia, en diferentes procesos cognitivos y motores,
siendo principal el que en ello cumple el sistema nervioso. Es por ello por lo que el conocer
cémo funciona y trabaja el cerebro, ha sido objeto de numerosas investigaciones a lo largo de
la historia.

Por otro lado, sistemas de gran magnitud en cuanto a complejidad e importancia, han
sido objeto de interés desde hace ya varias décadas en areas matematicas y de ciencias de la
computacion, las cuales han permitido resolver, utilizando diversos métodos numéricos y de
visualizacién de datos, incognitas en estas tematicas.

En este sentido, no es extrafio pensar en la creaciéon de modelos matematicos que
intentan caracterizar la actividad neuronal y su funcionamiento, comportamiento y condiciones
que se requieren para que, dependiendo las entradas al sistema, se obtenga una salida
determinada. Esta tarea no ha sido facil, debido a la complejidad del sistema nervioso y el
hecho de que es dindmico en cuanto a sus caracteristicas. A su vez, el desarrollo de redes
neuronales artificiales puede ser un avance para lograr comprender el funcionamiento del
sistema nervioso, dado que nos entrega nociones de como operan procesos de aprendizaje y
reaccién a estimulos(Sharma, Anurag Dev, et al., 2012). Sin embargo, aun resulta imposible
con la capacidad de memoria y procesamiento actual de los computadores emular un sistema
con la complejidad del cerebro el cual tiene una capacidad de almacenamiento aproximado de
2.5 petabytes (CNS Nevada, s. f.) con unas 1075 interconexiones (Damasio A., 2010).

Esta memoria busca conectar ideas en sucesos biolégicos con nociones conocidas de
redes neuronales artificiales a través de un modelo matematico planteado de tal forma que
resulte lo suficientemente preciso para caracterizar la actividad neuronal, y a la vez lo

suficientemente sencillo para analizar los resultados que se obtengan al implementarlos.



Hipotesis
La variacion de los parametros de inputs externos, promedio de interacciones y
coeficientes de ruido, puede generar actividad neuronal en el sistema completo, ya sea con
impulsos focalizados y/o con la presencia de ruido adecuado en el modelo propuesto.
Para comprobar aquello, en las siguientes secciones se detallan el objetivo general y los

objetivos especificos para aceptar o rechazar la hipotesis propuesta.



Objetivo general

Este trabajo tiene como objetivo el proponer un modelo para un conjunto de
neuronas interconectadas y resolver numéricamente dicho sistema, a modo de comprender
los diferentes regimenes observables en el largo plazo a raiz de la presencia y variaciones

del ruido y las interacciones en las neuronas.



Objetivos especificos

Estudiar modelos clasicos de neuronas y biologia del sistema para comprender los
conceptos y consideraciones para tener en cuenta para los pasos siguientes.

Estudiar modelos matematicos de redes de neuronas y propiedades elementales, con el
fin de analizar y seleccionar un modelo que se adecue a la escala que se quiere trabajar,
tanto en complejidad como en nivel de detalle de las posibles soluciones.

Formular un modelo para un sistema de particulas completamente conectadas basado
en un modelo matematico que permita a su vez formular un esquema numérico para
resolver el sistema de particulas y la ecuacion limite para la ley.

Analizar diferentes resultados de sincronizacion de la red de neuronas en funcién de la
magnitud del ruido, del parametro de interconexién y de la cantidad de neuronas
activadas.

Comparar resultados propios con los obtenidos en software especializado.
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1. Marco teérico y revision de literatura

El fin de este marco tedrico es contextualizar y profundizar en conceptos generales
necesarios para la realizacion de la memoria de titulo. Corresponde en primera instancia a la
entrega de la base bioldgica que sustenta la investigacion en relacion con el funcionamiento
neuronal y, ademas, las redes neuronales, asi como aquellos procesos relevantes para la
actividad excitatoria e inhibitoria y sus implicancias. Posteriormente, se presenta la relacién
entre una red neuronal biolégica y el concepto de red neuronal aplicado en ciencias de la
computacion, sus similitudes y principales diferencias. Finalmente, se describe de forma
general algunos modelos matematicos de actividad neuronal, haciendo énfasis en el modelo de

FitzHugh-Nagumo, el cual se utilizara para el desarrollo del modelamiento.

1.1. Aspectos biolégicos

Las neuronas son la unidad fundamental del cerebro y del sistema nervioso. Son las
responsables de recibir entradas (inputs) desde el exterior y traducir sefales eléctricas en
procesos fisiolégicos que permiten el desarrollo de funciones cognitivas y del comportamiento
mediado por de potenciales de accion y modulado a través de neurotransmisores quimicos vy
sinapsis eléctricas. El proceso se asemeja al concepto de funcién, donde se tiene un conjunto
de variables de entrada, llamado dominio, las cuales se operan de diversas formas para obtener
una solucion particular, la cual es parte del recorrido de la funcién, dado lo anterior, resulta
I6gico en esta memoria utilizar estos aspectos para buscar formas similares que nos ayuden a
modelar e interpretar el funcionamiento cerebral en base a ecuaciones matematicas.

Se estima que el cerebro humano constituye un sistema interconectado de entre 67 vy
100 mil millones de neuronas':2, constituyendo el sistema nervioso central y periférico; que

permiten censar, procesar y entregar una respuesta a los estimulos entrantes.

1 https://www.neuromexico.org/neurociencia-basica/cuantas-neuronas-tiene—el-cerebro

2 https://psicologiaymente.com/neurociencias/cuantas-neuronas-tiene-cerebro-humano
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Anatémicamente, una neurona se compone de tres partes principales: Dendritas,
encargadas de recibir estimulos desde otras células o receptores; axones, que son las
estructuras de salida de la neurona, por donde se propagan los potenciales de accién; y soma o
cuerpo celular, donde se encuentra el nudcleo celular y se producen y procesan las proteinas que

son transportadas a través las dendritas y axoness3.

Dendrita Terminal del
Axon

Cuerpo Nodo de
celular Ranvier

Célula de
Schwann

Mielina
Nucleo

Figura 1: En el recuadro celeste tenemos la Anatomia general de una neurona, en ella se puede
apreciar como el axon estd recubierto por mielina 4 entre los nodos de Ranviers (por: Quasar_jarosz
(2009)) y en el recuadro naranja un diagrama de una funcion

Los diferentes tipos de neuronas procesan distintos tipos de estimulos que se traducen
en conductas o interpretaciones de estos. Por ejemplo, las neuronas sensitivas pueden ser
estimuladas por elementos externos como luz, sonido, olor, sabor, presién y calor; los cuales
generan una excitabilidad que luego se procesa y resulta en una sensacién o acciéon de acuerdo

con el input procesado. Otras partes del sistema nervioso controlan los procesos involuntarios;

3 Informacidn extraida principalmente de conversacion sostenida al comienzo de la memoria con Gonzalo Terreros y del
sitio web https://espanol.nichd.nih.gov/salud/temas/neuro/informacion/partes

4 La mielina es un recubrimiento aislante formado de acidos grasos y proteinas que permiten una disminucion en la
pérdida asociada a la transmision del potencial de accion.

5 Los nodos de Ranvier son aperturas entre la mielina. Su funcién es mantener un contacto del axén con el medio
extracelular, permite el intercambio idnico durante la propagacién de impulsos para evitar la pérdida de impulso
eléctrico.
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entre ellos se incluyen mantener un latido regular, liberar hormonas como adrenalina, abrir la
pupila en respuesta a la luz, y regular el sistema digestivo.

Otra de las caracteristicas del conjunto neuronal, es que corresponde a un sistema
plastico, es decir, que se moldea de acuerdo con los estimulos ambientales para la realizacion
y/0 automatizacién de actividades repetitivas y necesarias para la vida, asi como también de
habilidades y/o conocimientos adquiridos durante el ciclo vital.

Ahora, dado que es un sistema complejo, el resultado de una accion depende de las
caracteristicas de los individuos, pero también de la conexién del sistema neuronal propio de
cada uno de ellos.

En las neuronas esta comunicacion se denomina sinapsis. En acuerdo a la forma en que
establecen comunicacion, se han descrito dos tipos de sinapsis: la sinapsis eléctrica y la
sinapsis quimica. La comunicacion neuronal ocurre en un terminal presinaptico en el axén y un
terminal postsinaptico en la dendrita. Sin embargo, se ha descrito la comunicacién entre
neuronas dentro de las diferentes macros y micro zonas cerebrales como un proceso complejo
y estructurado, en donde se observan patrones de comportamiento comunes y una
organizacién interna definida, pero a su vez es dindmico e individual para cada persona de
acuerdo al ambiente en el que se desenvuelve (Damasio A., 2010).

En lo que resta de la presente subseccién, se presentan algunas definiciones que le

serviran al lector en la comprensién de los capitulos siguientes.

1.1.1. Plasticidad neuronal

El cerebro humano es conocido por ser un sistema que va cambiando a lo largo de la
vida, se adapta a las necesidades de la persona y a los aprendizajes que va adquiriendo.
Tradicionalmente se asocia esta plasticidad a la infancia, debido a la gran cantidad de cambios
que se experimentan y la cantidad de nueva informacién que se adquieren durante esta etapa
de la vida, sin embargo, actualmente se ha visto que esta plasticidad o dinamismo se mantiene
durante todas las etapas de la vida (Sierra Benitez EM, 2019). Sin perjuicio de lo anterior, este

dinamismo presenta diferentes caracteristicas dependiendo del sujeto debido a que puede
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verse afectado por diversos factores tales como: la edad, el sexo, enfermedades, uso de drogas

o medicamentos y aspectos psicolégicos (Voss et al., 2017).

1.1.2. Potencial de membrana

La membrana celular es la encargada de permitir el ingreso y salida de iones desde el
exterior hacia el interior de la neurona. Principalmente cuenta con canales ionicos para el flujo
de iones Potasio (K+), Sodio (Na+), Calcio (Ca2+) y Cloro (Cl-), este intercambio permite a la
neurona generar un potencial de membrana en reposo que en general ronda los -70mV
respecto al medio externo, siendo la diferencia entre la concentracidn externa e interna de
iones lo que genera las variaciones en el potencial. Estas variaciones pueden gatillar el disparo
de un potencial de accidn, siempre y cuando atraviese el estimulo el umbral que ronda los -

55mV (Ermentrout & Terman, 2010).

a b
@ vy @ @ vy @
Na* Na® Na* Na* Na* ® K" Na*
@ @ A Q@ @ o . Q@
Extracellular side + 4+ ++ 44+ ++

Cytoplasmic side (B | WY - - - - - - ([ - - - - - -

®~ o
°. o,
°. ®) @~ o

Figura 2: Funcionamiento de un canal ionico. En este caso se presenta el del ion potasio (K+), el flujo
depende tanto del gradiente de concentracion y el potencial dentro de la membrana. En (a) se ve un canal
que es permeable solo por el ion potasio el gradiente de concentracion mueve (K+) fuera de la célula. En
(b) el flujo constante hacia fuera genera un exceso de carga positiva en el exterior y negativa en el interior.
En equilibrio las fuerzas conductoras eléctricas y quimicas son iguales y opuestas. (Ermentrout & Terman,
2010)

1.1.3. Potencial de accion

Los potenciales de accion se definen como un cambio de potencial de membrana que
viaja a través de la neurona, sostenido por un intercambio de iones entre el medio interno y

externo de la neurona, lo que permite que el interior de la neurona se convierta en una unidad
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cargada positivamente y el exterior con una mayor carga negativa. Tiene una duracion
aproximada de 2 ms, una vez iniciado no es posible detener su propagacion por el axén, los
cuales conservan su energia gracias al recubrimiento de mielina y saltos entre los nodos de
Ranvier, lo cual permite una transmisidon rapida y eficiente. Todos tienen las mismas
caracteristicas independiente de la zona cerebral o conexiones de la neurona (QBI research,
2017).

Las fases de un potencial de accién son:

e Despolarizacion: Esta fase corresponde a la apertura de canales de sodio para permitir
la entrada de iones desde el exterior, en este punto, los canales se encuentran
completamente abiertos, la carga aumenta y alcanza entre 30 o 40 mV.

e Pico: En este punto el potencial alcanza la carga maxima y los canales idnicos
comienzan a cerrarse para impedir el aumento de carga en la neurona.

e Repolarizacién: Es la fase donde se abren los canales de potasio activados por voltaje, lo
que genera una salida de iones de potasio para volver al estado de reposo de la neurona
y se mantiene hasta llegar a los -70 mV.

e Hiperpolarizacién: La ultima fase del potencial de acciéon corresponde a aquella donde la
carga esta bajo el punto de equilibrio, todos los canales i6nicos se encuentran cerrados,
excepto los canales de fuga (leakage channels en inglés), los cuales permitirian llevar a
la neurona al estado de reposo nuevamente, gracias a que no son afectados por los
potenciales de membrana, donde se encontraria un flujo de iones donde la corriente

neta es igual a 0 (Lamas Castro, 2005).
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Figura 3: Fases del potencial de accion para una neurona. Notar que la hipopolarizacion sefialada
en la figura no es mds que la fase previa al proceso de despolarizacion, es decir, es la fase en la que e/
voltaje se encuentra entre -70 y -55 mV. Fuente: Kenhub¢

Un potencial de accion puede ser gatillado estimulando una sola dendrita,
interconectando dos neuronas. La probabilidad de que un estimulo gatille un potencial de
accion dependera de diferentes procesos que han sido denominados sumatoria de impulsos,

tanto temporal como espacial.

1.1.3.1. Sumatoria temporal.

Es un fendmeno que hace alusiobn a que, si una neurona entrega impulsos
constantemente a una velocidad suficiente para que el impulso entregado no se disipe
completamente, esta energia se va sumando y puede lograr generar un potencial de accion
dentro de la neurona a pesar de no ser suficiente para que, de manera independiente y Unica,
se lograse activar un potencial de accién.

Suponiendo que una neurona A envia una sefial a la neurona B de tamafo & cada A

tiempo y considerando la tasa de recuperacion de B es T, es decir,
v(t) = e ™
Luego de n sefales, por ejemplo, en el instante (n-1)A, el voltaje de B es

v(t) = §e VA 4 §emTmDAL | 15e7TA 46,

6 https://www.kenhub.com/es/library/anatomia-es/potencial-de-accion
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es decir,

n-1 n-1
) . 1— e ™n
v(t) =46 E e =¢ E (e™) =6 ——+
; ; 1—e™@
i=0 =0

Y cuando n — oo, se tiene

@® = d
Vi = e

Entonces, para que v(t) supere los -55mV (th) basta que se cumpla lo siguiente:

T em=th
— > —_ —TA
=t
5

—‘L'A>1__
¢ =T
A> | (1 5)
e
A<_1l (1 6)
T n th

Lo anteriormente sefalado graficamente se puede ver como

mv

Figura 4.: Se muestra el grdfico de potencial de membrana, en la primera fase (entre las lineas
rojas) se inducen pequerios aumentos de potencial de membrana, los cuales no son suficientes para
activar el potencial, es decir, no logran cruzar el umbral de gatillacion de un potencial de accion (linea
celeste punteada) sin embargo, al estar suficientemente cercanos unos a otros no se logran disipar la
carga y se acumula hasta lograr gatillar un potencial de accion debido a la sumatoria temporal de
impulsos, para luego volver al voltaje en reposo (linea verde punteada). Fuente. Elaboracion propia
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1.1.3.2.

Sumatoria espacial.

Se refiere a que, si existen los suficientes cambios de potencial que inciden sobre una

misma neurona, aunque por separado no sean suficientes para lograr generar un potencial de

accién, esta energia se acumula y puede generar que se gatille un potencial de accién.

Esto ocurre debido a que como una neurona tiene mas de un input, puede recibir

impulsos provenientes desde diferentes neuronas vecinas, los cuales, si ocurren en un intervalo

de tiempo suficientemente cercano se suman y puede disparar un potencial de accién.

50

=100

12 + 13 +I4 <+ [3 > 55mV

Figura 5: Se muestra el grafico de un potencial de accion inducido por una sumatoria espacial, en
el recuadro rojo se muestra un acercamiento en el periodo de hipopolarizacion, en este caso en morado se
encuentran los axones de las neuronas N2, N3, N4 y N5 (en morado) asinaptando las dendritas de N1 (en
calipso) que en cierto instante entregan simultdneamente impulsos 1,,13,1,,Is que se suman y logran un

1.1.4. Sinapsis

umbral que gatilla un potencial de accion en N1.

Como se mencioné anteriormente, la comunicacion entre neuronas ocurre en un

proceso llamado sinapsis. Es en este proceso que una neurona presindptica comparte y

transmite informacién a sus vecinas, neuronas postsinapticas, las cuales a su vez pueden

repetir este proceso y convertirse asi en neuronas presinapticas.

El intercambio de energia puede darse a través de dos procesos sinapticos distintos, uno

de ellos es eléctrico y el otro es quimico.
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A continuacion, se presenta una figura donde se explica fisicamente la diferencia entre

la sinapsis eléctrica y quimica. Posteriormente, se dard una breve definicion de las sinapsis

( (®)
Microtubule

Presynaptic
neuron

mencionadas.

(A)

Presynaptic
neuron

Cytoplasm Svnaptic vesicle

Mitochondrion

Postsynaptic
neuron

Postsynaptic
neuron

junction

Tons flow through
gap junction channels

Synaptic

Presynaptic vesicle fusing

Postsynaptic
membrane

Gap junction channels

Tons flow through
postsynaptic channels

Figura 6: Diferencias del mecanismo de funcionamiento de la sinapsis eléctrica (A) y la sinapsis quimica (B)
observables entre una neurona presindptica y una postsindptica. Fuente: Neuroscience. 2nd edition.
(Purves D. et al., 20017)

1.1.4.1. Sinapsis eléctrica (Gap Junction).

La sinapsis eléctrica ocurre cuando hay un intercambio importante de iones positivos
(por ejemplo, Na+, Ca*, K+) o negativos (principalmente Cl-) dentro de los canales idnicos, ésta
una vez iniciada se transmite si o si a través del axén y no se pierde energia ni velocidad
durante este proceso, gracias al recubrimiento de mielina de los axones.

“La transmision eléctrica es una forma altamente dindmica de comunicacion sindptica.
(...) El estado funcional de la sinapsis eléctrica estd bajo la constante influencia de varios

procesos regulatorios” (Miller & Pereda, 2017)

1.1.4.2. Sinapsis quimica.

La sinapsis quimica se caracteriza por ser inducida debido sustancias quimicas
denominadas neurotransmisores. Los neurotransmisores interactian con la neurona luego de la
ocurrencia de un potencial de accion teniendo la capacidad de excitar o inhibir a una neurona

receptora. En el sistema nervioso central se han descrito dos neurotransmisores claves para la
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relacién Inhibicion/Excitacién, los neurotransmisores GABA (Gamma-aminobutirico) vy
Glutamato. Sin embargo, el espectro de neurotransmisores existentes es amplio y diverso y la
accién de cada uno de ellos deviene en la excitacién o inhibicion de las células.

Los neurotransmisores son almacenados al interior de las vesiculas sinapticas y
liberados desde la neurona presinaptica, permitiendo activar receptores en la neurona
postsinaptica.

“En las sinapsis quimicas la actividad eléctrica es traducida por la neurona presindptica
en una sendal quimica, el neurotransmisor, que es detectada y procesada por la célula
postsindptica.

Cada neurona establece contactos pre y postsindpticos con muchas otras células
nerviosas, la mayoria de estos contactos constituyen sinapsis quimicas.” (E. D. Gundelfinger 7 S.
tom Dieck, 2000)

Asi, de acuerdo con los receptores existentes y abiertos en la neurona postsindptica
para captar estos neurotransmisores permiten el traspaso de informaciéon mediante la sinapsis

quimica y logran excitar o inhibir el sistema de acuerdo con sus caracteristicas particulares.

1.1.5. Excitacion e Inhibicion neuronal

La excitacién e inhibicién neuronal (E/1) es un fendmeno que permite el funcionamiento
y la regulacién de procesos fisioldgicos en neuronas del sistema nervioso, en donde las sinapsis
quimicas establecen un balance entre los neurotransmisores para que asi se mantenga un
correcto funcionamiento a nivel neuronal y cerebral. La excitacion neuronal ocurre
principalmente mediado por Glutamato, mientras que la inhibicién neuronal se presenta en
general por GABA (gamma-aminobutyric acid en inglés).

La importancia del estudio de la relacion E/l neuronal es la potencial deteccién de
anomalias presentes a nivel cerebral que pueden afectar al individuo en diferentes niveles;
tanto con su forma de desenvolverse a nivel cognitivo, social, fisico, entre otros; entender el
comportamiento neuronal para un diagnéstico y tratamiento correcto de ciertas patologias o

condiciones para mejorar la calidad de vida del individuo.
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Considerando también, ademds de métodos asociados al area de la salud, la existenciay
los potenciales usos de modelos matemdticos para buscar predecir las posibles reacciones o
impactos a diferentes tipos de estimulos a nivel teérico, generando un espectro mas amplio de
informacién disponible para efectos de investigacion y/o desarrollo de tematicas relacionadas a
las neurociencias. Con ellos se puede generar un contraste, ampliacion y simulaciéon de

resultados obtenidos desde las distintas aristas que se pueden abordar estos temas.

1.2. Redes neuronales en ciencias de la computacién

Durante las ultimas décadas se ha estudiado y masificado importancia de las redes
neuronales artificiales (ANN, por sus siglas en inglés) como una forma de resolver problemas
computacionales que requieren un alto nivel de plasticidad y aprendizaje, tales como el
procesamiento masivo de datos y/o de dificil tratamiento. Las caracteristicas ya mencionadas se
asocian a las redes neuronales del sistema nervioso.

Existen tareas que para un cerebro humano resultan sencillas, como analizar si un
objeto en una imagen es una figura humana o no, toman tiempos en el orden de los
milisegundos, pero para una mdaquina demora en el mejor caso varios segundos, y en los
peores casos puede tardar minutos o incluso horas en procesar y entregar una respuesta.

Las ANN se conforman por un conjunto de nodos de baja capacidad de cadlculo de forma
independiente, pero una vez conectadas son capaces de resolver problemas de manera
eficiente.

Cuentan con 3 elementos fundamentales:

1. Capa de entrada: Corresponde a la capa que recibe la informacion inicialmente, ésta

se encarga de distribuir de acuerdo con pesos de conexion.

2. Capas ocultas: Es un conjunto de una o mas capas de nodos conectados entre ellos
que se encargan de procesar la informacion recibida desde la capa de entrada,
generalmente con funciones simples.

3. Capa de salida: Es la ultima capa de la red que tiene uno o mas nodos de salida que

entrega el resultado obtenido del calculo realizado en las capas ocultas
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Figura 7: Diagrama de grafo que representa la estructura de una red neuronal artificial, en este caso los
circulos azules representan la capa de entrada, que reciben la informacion proveniente desde las flechas
celestes punteadas, en color mostaza se muestra la distribucion hacia las capas ocultas que son
representadas por los circulos rosados, en cian estd la conexion interna de la red neuronal en las capas
ocultas, donde se realiza el procesamiento de datos, las lineas moradas corresponden a las conexiones

desde las capas ocultas a los nodos de la capa de salida (en verde), los que a su vez transmiten o entregan
el resultado obtenido. Fuente: Elaboracion propia

1.2.1. Usos

Las aplicaciones de las ANN se han ido expandiendo a lo largo de la historia, los usos
mas clasicos y conocidos son el analisis de texto, de imagenes y de grandes volumenes de
datos, como los generados diariamente en internet en distintos sitios web. También esta en
auge la predicciéon de comportamientos, tratamientos y toma de decisiones en distintas areas
del conocimiento, tales como: Medicina, transporte, marketing, agronomia, entre otras.

Aun siendo tremendamente eficaces para resolver problemas, las ANN muchas veces
carecen de un marco conceptual adecuado y/o teoria que explique su eficacia. La presente
memoria se sitla entre la biologia y las redes neuronales artificiales tratando de explicar

fendmenos de caracter sincronico utilizando un modelo matematico sencillo de estudiar.

1.3. Modelos matematicos en neurociencias

La interaccion y funcionamiento de las neuronas, o en general redes neuronales, es un
tema de alto interés desde hace afos para diversas areas del conocimiento, es por ello por lo

que podemos encontrar modelos matematicos que buscar simular y replicar el comportamiento
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de una neurona. Para este caso nos centraremos en el modelo de FitzHugh-Nagumo, dado que
es el modelo base para el desarrollo de esta memoria, sin embargo, es bueno comenzar con un

modelo de mayor complejidad basado en observaciones empiricas.

1.3.1. Modelo de Hudgkin-Huxley

Este modelo fue presentado en 1972 para dar una aproximacién a la iniciacién vy
propagaciéon de un potencial de accion a través del axon, “en sintesis es un sistema de cuatro
ecuaciones diferenciales, una para el potencial de membrana y tres ecuaciones para los canales
canalizadores de jiones” (Ermentrout & Terman, 2010).

En una forma general, este sistema puede definirse de la siguiente forma:

av _ _ _ 1.1
e T = vV ~ Eug) — Gn(V — Ei) ~ iV ~ E) -y

n_ L (1.2)
— = a1 =1) = fu()n

d
= & =) = f(VIm -3

= )~ )~ Bk 09

Donde V representa el potencial de membrana; gy, gxy g, corresponden a la
conductancia de los iones sodio, potasio y una conductancia de escape (I) asociada
principalmente a iones de cloro, respectivamente. La ecuacion (1.2) caracteriza la conductancia
del potasio y las ecuaciones (1.3) y (1.4) caracterizan la conductancia del sodio. Los términos
Ena, Ex vy E; son los potenciales de equilibrio para los iones respectivos, es decir, es el
potencial necesario para que la corriente idnica neta que fluye a través de la membrana es igual
a 0 (Garcia, 2004).

Estas ecuaciones fueron caracterizadas utilizando como base el axén de un calamar
gigante y el estudio del comportamiento de los iones utilizando técnicas para separarlos vy

comprender su dindmica. (Para mayor detalle ver Anexo 1: Modelo de Hudgkin-Huxley)
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1.3.2. Modelo de FitzHugh-Nagumo

El modelo de FitzHugh-Nagumo fue propuesto por Richard FitzZHugh en 1961 y su
circuito equivalente fue planteado en 1962 por Jin-Ichi Nagumo; es considerado una
simplificacion del modelo de Hodgkin-Huxley.

El modelo estd basado en el trabajo de Balthazar Van der Pol sobre osciladores (Ver
Anexo 2: Osciladores van der Pol). Consta de un sistema de dos ecuaciones diferenciales que
caracterizan el potencial de membrana en el tiempo y una variable de recuperacién, en general
se puede describir de la siguiente forma:

Donde la variable v representa el potencial y w representa tal

Ve = f(v) —we + 1, (1.5)

Wt = a(bvt - CWt), (] 6)

con a, b, c constantes y f una funcién cubica cuyo término principal tiene signo negativo.

La ventaja de utilizar este modelo por sobre el modelo de Hodgkin-Huxley es que
permite ver toda la solucién en el plano cartesiano, debido a que es un sistema de dos
ecuaciones y tiene una explicacién geométrica del mecanismo generador de peaks. Se utiliza
este modelo por sobre modelos mas sencillos pues, al ser un sistema continuo, mantiene las
caracteristicas suficientes para modelar el comportamiento de un sistema con presencia de
neuronas inhibidoras y excitadoras. Esto permitira luego incorporar los conceptos de sumatoria

espacial y el efecto de la actividad intrinseca de una red.
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2. Modelamiento

La presentacion del trabajo de titulo seguira el esquema en crecimiento, es decir, se
parte desde una base que corresponde a un sistema simple, ésta se va complejizando y
reinterpretando gradualmente para incorporar mayores consideraciones que permitan hacer de

este modelo algo mas realista.

2.1. Sistema para una neurona aislada

Se comienza con el modelamiento de una neurona en un entorno aislado, considerando
como Unica fuente de perturbacién el estimulo externo. Esto se traduce a seleccionar las
funciones v,w que cumplan las cualidades descritas en (1.5) y (1.6), respectivamente.

Particularmente se utilizan las caracteristicas del modelo de FitzHugh-Nagumo descritas
en el capitulo anterior, en donde se decidié no innovar y seleccionar un sistema de ecuaciones
conocido y de libre uso, en el que se definen las constantes a, b, ¢; quedando entonces la base

sobre la cual se trabajara el siguiente sistema de ecuaciones:

L v 2.1)
Ut=Ut—?—Wt+1t
w; = 0.08(v;, + 0.7 — 0.8v,) 2.2)

(Izhikevich, E. M., 2006)
La eleccién de esta base se justifica por la existencia de informacién y conocimiento de
lo que es esperable respecto al comportamiento del sistema, lo que permite tener una guia y un

punto concreto de comparacion.

2.2. Sistema multi neuronal

Resulta natural, al comprender el sistema neuronal como ente de conexiones, el querer
conectar dos o mas neuronas, por lo que, en un sistema de n particulas, se puede extender el

sistema mono neuronal sin interacciones entre sujetos.

Sea N {1, n}, un conjunto con n neuronas numeradas se puede describir el sistema como
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Vil 2.3)
— Wi+ iy,

f’i,t = f’i,t - 3
Wi = 0.08(v;, + 0.7 — 0.8W;,), (2.4)
conieN

Asi, se puede ver que no es mas que la extensién del sistema mono neuronal en un
conjunto neuronal N de n individuos.

La primera aproximacién a una conexién entre las neuronas es el modelar una relacién
de interaccion es entre vecinos, para generar una idea base para dos neuronas que se pueda
escalar a un conjunto mas grande se consideraron las siguientes suposiciones:

1. La cantidad de neuronas en el sistema (n).
2. El tipo de interaccion que tienen cada una de ellas con la neurona, si se excitan o

inhiben entre ellas (C).

3. Diferencia entre los potenciales de membrana.

Con esto, para un par i, k ¢ N donde i es la neurona postsinaptica y k es la neurona
presindptica conectadas entre si, se asume que la influencia de una sobre el otro corresponde a
una sinapsis eléctrica que se puede describir como:

Wk = v)Cr (2.5)

En el caso de que una neurona esté conectada con todas las demas del sistema, se
puede despreciar el subindice i en la constante Cy ;. La integracion espacial del sistema sobre

una neurona i corresponde entonces a la expresion:

1t (2.6)
Z Cr(vi —vy)
k=1

Reescribiendo Cj y asumiendo que todas las interacciones son relativamente similares

se define ¢, =]/n y se obtiene el “promedio de interacciones”,

L (2.7)
%Z(Uk - Vi)
k=1
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2.2.1. Factor de interaccion/

Tal como se vio en la ecuacién (2.7), se introduce el concepto de promedio de interacciones,
el cual viene asociado a un factor de interaccion. Es en este factor en el que es necesario hacer
énfasis debido a su importancia en el modelamiento y simulaciones, esto porque tiene la
caracteristica de cambiar la dindmica del sistema.

Dependiendo del valor de J, el sistema puede tener las siguientes dindmicas tipicas:

e Si J es positivo, entonces el sistema tiende a compactarse y comportarse como uha
unidad en la que los individuos se comportan influenciados por sus vecinos y el sistema
completo.

e SiJ es 0, corresponde al sistema sin conexiones, en donde una neurona no afecta de
ninguna forma al resto, por lo que se tienen neuronas independientes, lo cual es la
extension del sistema mono neuronal, como ya se menciond anteriormente.

e Si J es negativo, el sistema se desacopla, generando dos grupos de neuronas que

interactlan con las demas dentro de su unidad, pero se repelen entre ellas.

2.3. Existencia de ruido

Las redes neuronales tipicamente presentan un componente de ruido eléctrico, el cual
interfiere y se ha mostrado que tiene la capacidad de generar cambios en el potencial de
membrana, llegando incluso a generar potenciales de accion inducidos netamente por ruido (Q.
Zheng et al., 2020). Por ello, se utilizara como ruido blanco una interpretacién de ruido
Gaussiano, el cual en términos generales permite generar eventos estadisticamente
independientes sin importar cuan cercanos sean entre ellos.

Se utilizara entonces el ruido aditivo para una neurona i € N, tanto para v como para w
como la expresion:

0dBy ;, (2.8)
con sigma un valor que puede ser una constante determinada o una funciéon dependiente de v o

w respectivamente. Para modelar el ruido independiente para cada neurona (ruido intrinseco) se
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utilizara dB, ; el cual corresponde al Browniano en el tiempo t independientes entre si para cada

neurona del sistema.

2.4. Sistema neuronal completo

Teniendo las consideraciones de interaccién y ruido, ahora se puede reescribir el
sistema independiente (ecuaciones (2.3) y (2.4)) para afadir la dindmica del sistema completo

en el modelo.

.3 Z 2.8)
. Vit Ji
Vit = Vit — l3 — Wi+ i+ EE(vk,t - Vi,t) + 0,dB;;
k=1
Wi = 0.08(v;¢ + 0.7 — 0.8w; ;) + 0,dB;, (2.9)

2.5. Caso limite

El sistema de particulas planteado anteriormente puede reinterpretarse bajo el
argumento Fokker-Planck (Ver Anexo 4: Fokker-) converge a la ley p(t;v,w) , dada para el

sistema de ecuaciones propuesto por

3 o2 (2.11)
d.p = —0,,(0.08(—0.8w + v + 0.7)p) — 9, (v -5 X —J([p] - v))p + 7V2p,

I[pl =J vp(t; v,w)dvdw , 2.12)
R2

fﬂ=1 (2.13)

Esta ley representa la probabilidad de encontrar una neurona en estado (v,w) en el instante t.
Para el desarrollo de esta memoria, por simplicidad, se utilizara el valor J=0, es decir, se
considera una red desconectada de neuronas para el caso limite y el término de la ecuacién

(2.12) se anula para efectos de implementacién.
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3. Implementacion

Este capitulo tiene como principal objetivo ser un nexo entre lo descrito en el capitulo
de modelamiento y el capitulo de simulaciones, entregando para el Ultimo una base sélida en la
que sustenta lo obtenido y explica los métodos utilizados para conseguirlos junto con los

programas en los que se desarrollaron.

3.1. Resolucidn de sistemas de ecuaciones en Matlab

Si bien existen variados tipos de métodos numéricos de resolucién de sistemas de
ecuaciones, los cuales tienen caracteristicas que los hacen mas o menos 6ptimos en términos
de precision, eficiencia e implementacién.

Para el desarrollo de este trabajo de titulo se priorizé la simplicidad en implementacién,
es decir, lo que resultara menos complejo de implementar ignorando en un principio el error y
la eficiencia, tomando en consideracién la importancia de mantener la dindmica del sistema y la
posibilidad de optimizacion a posterior. Por lo mismo, se tomdé como principal método de
implementacién el método de Euler.

En lo que sigue se explicard en términos bastante generales la forma en que se
abordaron las distintas etapas de modelamiento sefialadas en el capitulo anterior, en este
punto se abordara hasta la ecuacion (2.9) correspondiente al apartado Sistema neuronal

completo.

3.1.1. Esquema de Euler progresivo

Sea X(t) una funcién regular, usando la expansién de Taylor en t + h, se tiene

2(t+h) = 2(t) + X (Oh+ 0(h?), (3.1)
en donde se obtiene
?(t) _ x(t + h})l — x(t) o) (3.2)

Esto quiere decir que se puede aproximar la derivada de una funcion ;’)(t) mediante el

X(t+h)—%(t)

cociente cometiendo un error del tipo linear.
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Suponiendo ahora que se quiere resolver numéricamente la ecuacién linear de primer
orden ?(t) = F(?(t)). Sea t; = i dt, con dt el paso temporal, sea ?(i) una aproximacion de 7(ti),
gracias a la ecuacién (3.1) se puede determinar un esquema posible como:

2(i+1) = @) + dtF(2()), (3.3)

el cual recibe el nombre de esquema de Euler progresivo

3.1.2. Sistema neuronal completo

Gracias a la ecuacion (3.3) para una neurona en particular se puede definir entonces el
siguiente esquema de resolucién.
v(i +1) = v(@) + dt (f(v(D), W), (3.4)
w(i+1) =w(i) +dt(g(w(@), w(), (3.5)
con f(v(®),w(@), g(v@),w(@))las ecuaciones (2.1) y (2.2) respectivamente. En donde i
corresponde a la evaluacién de las funciones en el punto correspondiente.
Para un sistema de n neuronas, se puede escribir entonces
v(i +1,)) = v(i,j) + dt (f(v(i,j),w(i,j))), (3.6)
w(i+1,j) =w(ij) +dt(gw(ij),wj)), (3.7)
con f(v(@i, ), w( ) g(v(i,j).w(ij)) las ecuaciones (2.3) y (2.4) respectivamente, extensible para

las ecuaciones (2.8) y (2.9).

3.2. Mapa de calor y quadtrees en Matlab

Para este caso, el mapa de calor se usa para determinar en un espacio bidimensional
x;,y; 1a probabilidad de encontrar neuronas en él.
P(x;,y) = 0] x;,y; € A(Y) (3.8)
Con A(t) un espacio equiespaciado que contiene la distribucion de neuronas en el
tiempo t
Esta subseccion permite abordar desde una perspectiva probabilistica el sistema

planteado y serd el punto comparativo con el caso limite.

30



3.2.1. Fuerza bruta

Este proceso consiste en la revision de un grupo de elementos con coordenadas (X, Y),
utilizando como base una matriz equiespaciada vacia la cual determina el espacio de la matriz
original a revisar, es en ese intervalo o cuadrante que se realiza una blusqueda en la que se
contabiliza la cantidad de elementos presentes, lo que luego se traspasa a la matriz vacia

distribuyendo la probabilidad, la cual tipicamente se puede considerar como

PO casos favorables = meuronas encontradas (3.9)
xX) = =

casos totales neuronas totales

Lo cual se podria entender graficamente de la siguiente forma

° ° ® @ @ ®
1/10| o/10[1/10

o hd @ L @ o
oo © 1/10]3/10 | 1/10

. b o—0—0©
° ofrof /o

o—0—0©

A B(A) P(A)

Figura 8: Proceso de determinacion de probabilidad para una matriz de 4x4, lo cual se transforma en un
espacio de 3x3 subespacios equiespaciados, sobre un confjunto de datos ordenados A. Fuente:
Elaboracion propia

3.2.1.1. Fuerza bruta modificada.

Ahora bien, para este sistema en particular se trabajara una idea de fuerza bruta
modificada en donde la probabilidad sera distribuida entre el intervalo considerado y sus
vecinos directos, los cuatro intervalos que se encuentran arriba, abajo, a la derecha e izquierda
del intervalo original. Determinando en ese caso la distribucién de probabilidad para un
intervalo (x, y) y definiendo a sus vecinos como los intervalos (x, y+1), (x, y-1), (x+1,vy), (x-1,
y), con esto, se redefine el valor de la probabilidad en el sistema y se asigna como:

P'(x,y) = 0.5P(x,y) + 0.125P(x,y + 1) + 0.125P(x,y — 1) + 0.125P(x + 1,y) + 0.125P(x — 1,¥), (3.10)
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cabe destacar que en caso de no existir alguno de los vecinos del intervalo considerado, ya sea
porque es un borde o una esquina, la probabilidad distribuida se ajusta a la cantidad de
vecinos.

Esta modificacién sigue conservando las caracteristicas de una probabilidad, es decir, se
cumple que P'(Sistema) = 1, ademas que V(x,y) € Sistema 0 < P'(x,y) <1

Como resultado se tiene una imagen de interpretacion intuitiva con una escala de
colores que indica la intensidad que representa cuan probable es encontrar neuronas en el
cuadrante.

Esta modificacion al algoritmo de fuerza bruta original tiene como finalidad dispersar la
probabilidad y entregar una aproximacién al comportamiento en poblaciones de mayor tamafo
sin la necesidad de requerir simular la poblacién completa.

A continuacién, se presenta una figura comparativa de los resultados obtenidos

utilizando ambos métodos bajo ciertas condiciones.

0.04
5 s 25 0.035
0.03
0.04 20
0.025
0.03 15 0.02
0.015
0.02 10
0.01
0.01
0.005
o o
5 10 15 20 25 5 10 15 20 25

a. b. C.

@

Figura 9: Resultado del algoritmo de fuerza bruta para resolver el mapa de calor que representa la
probabilidad de encontrar elementos en cada cuadrante, a la izquierda en los cuadros azules se ve el
resultado obtenido utilizando el método tradicional y a la derecha en el cuadro naranja se muestra el

resultado del método modificado, notar que los valores se expresan en decimal y no en porcentaje.

En la Figura 9 se tiene la una poblacion de 50 neuronas las cuales comienzan en
condiciones iniciales de ubicacidon aleatorias, en estado de reposo (I=-0.9) y con un factor de
interaccion de J=-2.5 para a. y c.; b. mantiene las mismas condiciones excepto por la cantidad

de neuronas en la poblacién, la cual asciende a 250, por ende, se puede observar como el
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resultado obtenido con el método modificado tiene una difusién la cual entrega un resultado

similar al obtenido al simular con el método clasico 5 veces mas neuronas.

3.2.2. Quadtrees

Es una estructura de datos que descompone el conjunto o grilla en 4 cuadrantes de
igual tamano y lo hace recursivamente en aquellos que se encuentre mas de un elemento por
cuadrante y se detiene la recursion al llegar a un cuadrante que no tenga ningun elemento o
tenga un Unico elemento. Asi, un nodo puede tener exactamente 4 o 0 nodos hijos.

Se puede definir entonces el algoritmo de resolucién de la siguiente forma:

1. Una grilla de NxN se divide en 4 secciones iguales

2. Se revisa cada cuadrante en busca de elementos en él

3. Si un cuadrante esta vacio o tiene un solo elemento no se subdivide mas

4. Si un cuadrante tiene mas de un elemento se vuelve al paso 1 con la subgrilla de ese
cuadrante

5. Al tener todos los cuadrantes existentes con 0 o 1 elemento se termina el proceso
De manera grafica, el algoritmo de este método se ve como en la Figura 10, que se

presenta a continuacion.

@D ®G (®H
(25,100) (30.120)
127
PR quadtree Map of data points

33



Figura 10: Representacion grdfica del algoritmo de particion de los quadtrees, a la izquierda se ve
el drbol que construye el conjunto y a la derecha se ve su representacion del mapa de los puntos de datos.
Fuente: ResearchGate”

Para el desarrollo de esta memoria se utilizdé el programa de Kirill K. Pankratov, el cual

por su extensién se adjunta como anexo (Anexo 5: Codigo Quadtree)

3.3. Resolucidn de ecuaciones conveccidon-difusion en Matlab

Como se mencion6 en el modelamiento, el caso limite corresponde a la ecuacion (2.11)

sin considerar la conexién del sistema, es decir, se reescribe como

v3 a?
0,p = —0,,(0.08(—0.8w + v + 0.7)p) — 9, ((v -3 - x) p) + 7V2p,

Para proponer una discretizacion de la ecuacién anterior, en base al método de las
diferencias finitas, se considerara una grilla del espacio (v,w) y sobre ella se calcularan los
valores pjj los cuales representan una aproximacion de p en los valores de la grilla v, w; en el
tiempo t,,. Gracias al método de Euler se tiene

1_,n
,Uinj+ -pij 3.11)
n_Pi .
atpi‘]- = T + O(dt)
con dt el tamano del paso temporal considerado
Para abordar el caso limite presentado en el modelamiento se separdé el proceso de
conveccién y el de difusion para su resolucion individual y luego se integraron ambas

implementaciones. Siendo entonces la conveccién los términos —4,,(0.08(—0.8w +v +0.7)p) y

3 2
-0, ((v - V? - x) p), mientras que la difusién corresponde al término %Vzp del caso limite.

Ademas, es importante distinguir los tipos de puntos que se tendran en consideracion
para la resolucién, los cuales se pueden subdividir en tres categorias: Puntos intermedios,

puntos borde y puntos esquina, debido a que tienen particularidades a la hora de implementar

el calculo para cada uno de ellos.

7 Region Aware Influence Maximization in Signed Social Network Using PR Quadtree - Scientific Figure on ResearchGate.
Available from: https://www.researchgate.net/figure/Example-of-a-PR-Quadtree-a-The-PR-Quadtree-b-A-map-of-
data-points_fig2_330950575 [accessed 12 Jan, 2022]

34


https://www.researchgate.net/figure/Example-of-a-PR-Quadtree-a-The-PR-Quadtree-b-A-map-of-data-points_fig2_330950575
https://www.researchgate.net/figure/Example-of-a-PR-Quadtree-a-The-PR-Quadtree-b-A-map-of-data-points_fig2_330950575

(
*—o—0—@
*—0—0—§
*——90—§
*—o—0—©

Figura 11: Grilla de 6x6 con los puntos categorizados por colores de acuerdo con su tipo, siendo los
puntos intermedios en verde, en amarillo los puntos bordes y los rojos corresponden a puntos esquinas.

3.3.1. Conveccion

Una aproximacién centrada para el término —d,,(0.08(—0.8w + v + 0.7)p) es entonces el

cociente siguiente:

B (0.08(v + 0.7 — 0.8w)p)i}j4+1-(0.08(v + 0.7 — 0.8w)p)i}.4

—09,((0.08(=0.8w + v + 0.7)p)}; = m +0(h?)
_ (0.08(v + 0.7 — 0.8w)pf;,) — (0.08(v + 0.7 — 0.8w)p} ) o)
dt
no_pn Wiq Py — Wi
= —0.08( (v; +0.7) p”*;hp"’ 1o J"lp"’“Zh ELEVAN 0(h?)

3.12)
De la misma forma, se realiza un calculo similar para el otro término convectivo, llegando al
siguiente cociente:

n
v3 1 v3 v3 (3.13)
—0y ((V'?'W> P) = E((le - %1) Plirj — <Vi-1 - 1T1> pis ;= wi (Pl — Pﬁl.j)) +0(h*)

ij
3.3.2. Difusion

Se utilizé6 un esquema de cinco puntos, el cual es conocido por ser una buena
aproximacion del laplaciano. Este esquema se escribe de la siguiente forma:

1 3.14
Apl; = ﬁ(pin+1,j +pita; ol TN — 4pir,lj) + 0(h?) ( )
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El esquema presentado se resolvié utilizando dos métodos distintos para las
condiciones de borde, las de Neumann y de Dirichlet, las cuales se diferencian gracias a que la
primera considera la derivada en el punto faltante del borde igual a 0 y la segunda toma la
funcion del punto faltante igual a 0. En este caso, la resolucién de este esquema sigue las
formas presentadas a continuacién.

Para los puntos intermedios, sin importar el tipo de condicion, se define:

dt 3.15
xl]_x +_[02(xl+11+x1 11+xlj+1+xlj 1 4xl?'1j)] ( !
Con condiciones de borde tipo Neumann
o Borde superior
_ dt ., . 3.16)
X] x +—[O' (x1+11 +xl 1J+2xz] 1 4xi,j)]
o Borde inferior
dt
X = xi' +_[U (xl+1]+xl 1+ 2% — 4xir.lf)] G17)
o Borde izquierdo
_ dt " (3.18)
xt i x ;i t —[O' (2x1+11 + x11+1 + xl] 1 4xi,j)]
o Borde derecho
dt 3.19
Xij = Xi +—[02(2x111+xu+1+x11 ) ( !
o Esquinas
dt 3.20
x i = x :+ —[O' (2x1+1] + 2xl]+1 4xir.l]')] ( )
3.21
xU _X +—[O' (2x111 +2x11+1 4xi7,lj)] ( )
3.22
x” = x + - [O' (2x1+1] + le] 1 4xlr.l])] ( )
Xpj = X, +_[‘72(2x11]+2x111 4xirrli)] 6239
Con condiciones de borde Dirichlet
o Borde superior e inferior
~ dt . N (3.24)
xl} x + 'y [O- (xl+1] + xl 1,j 4xl])]

o Borde izquierdo y derecho
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dt 3.25
Xij =Xt o7 [02(xflja + xfy1 — 4x])] (3-25)

o Esquinas

Xij = Xi; (3.26)

&R

3.3.3. Conveccion-difusion

La resoluciéon del problema de conveccidon-difusién, como se menciond al comienzo de
la subseccion 3.3 corresponde a la resolucion del sistema utilizando el método de Euler,
quedando entonces como esquema final el que se describe a continuacién:

3 o2 (3.27)
pit = pf + dt [=0,,((0.08(=0.8w + v + 0.7)p){; — 9, ((v?w) p> + 7Ap[}j

i

Con los valores correspondientes a cada término ya definidos en las ecuaciones (3.12),

(3.13) y (3.14).

3.4. Resolucion de EDPs8 en FreeFem++

FreeFem++ es un software de cédigo abierto creado para resolver EDPs usando el
método de elementos finitos; cuenta con dos bloques o modulos para construccion y desarrollo
de sistemas de ecuaciones:

1. Solve, que es un moédulo creado para la resolucion de sistemas de EDPs

2. Convect, que corresponde al médulo que trabaja la conveccién de un sistema dado

Asi, se puede considerar entonces que puede resolver la mayoria de los problemas no
lineales complejos si se utiliza una combinacién adecuada de los moddulos mencionados
anteriormente, con la excepcion de problemas hiperbélicos con choques.

FreeFem++ permite tener una grilla adaptativa y también abarca la posibilidad de tener

multiples grillas en un solo programa.

8 Ecuaciones en derivadas parciales
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3.4.1. Resolucion de sistemas de EDPs

A continuacién, se presentan algunas ecuaciones tipicas y su método de resolucién con

este software:

3.4.1.1. Problema Eliptico.

Se tiene

(3.27)

—Au=fen, ul(ag)zurH—J-Vu-Vﬁ—ffﬁzo
0

(o}

Si se considera 2 como el circulo unitario f una difusién Gaussiana en el punto x,,y, Yy
u, = 0. El problema se puede aproximar utilizando métodos finitos como
ue HX(Q) = V,{i € (2,):u_h|T_k e P?V triangulo en la grilla} (3.28)

Lo que se traduce a la implementacién del siguiente codigo:

real x0=0.5;

real y0=0.5;

real lambda=50;

func f=exp (-lambda* ( (x-x0) "2+ (y-y0)"2)) *lambda/pi;
border a(t=0,2*pi) {x=cos(t);y=sin(t);}

mesh th=buildmesh (a(50));

fespace Vh(th,P2);
Vh u, uu;
solve A(u,uu)=int2d(th) (dx (u) *dx (uu) +dy (u) *dy (uu) ) —int2d (th) (f*uu) +on (a,u=0) ;

plot (u,dim=3d,value=true) ;

Entregando como resultado, la siguiente figura vista tanto en 2D como en 3D.
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Figura 12: Resolucion del problema eliptico con FreeFem++

3.4.1.2. Problema de conveccion.

Siendo u solucion de

Avu = 0,u + aVu, u) =uge,t<T (3.29)

Teniendo
1
Deu(x0) := lim = [1(c(t_0),£.0) = uGe(t_0 — 8¢),£.0 = 5¢) (3.30)
x(®) = a(x(t),t) x(t) =0 (3.31)
Por lo tanto, se puede reescribir la ecuacion (3.30)
Lim m(ym 3.32
Diu(x,) = E(u +1(x0) —u (X (xo))) ( )
X™(xy) := (x(t — 6t) = x5 — a(xy)dt (3.33)
Entregando asi, como posible esquema
w1 (x) = um™(X™(x)) ~ 1_[ u™(x — a(x)6t) (3.34)
h

Entonces el comando “convect ([al, a2], -dt, u)” entrega uoy. Notando que el resultado

no es una funcién polindmica por partes incluso cuando u lo es. La diferencia entre u(x — adt)
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es que (x-adt) no es un calculo computacional preciso de y(t — dt), especialmente cerca de los

bordes de la grilla.

Con todo esto, su implementacion en cddigo es la siguiente:

int n=20;

int M=4*n;

real x0=0.25;

real y0=x0;

real dt=2*pi/M;

mesh Th=square(n,n, [x*2.-1.,y*2.-1.]);

fespace Vh(Th,P2);

Vh u, uu, uold;

problem A (u,uu)=int2d(Th) (u*uu)-int2d(Th) (convect ([y, -x1,
-dt,uold) *uu)+on(l,2,3,4,u=0);

uold=exp (-50* ( (x-x0) "2+ (y-y0)"2));

for (int m=0; m<M;m++) {
A;
plot (u,dim=3d,value=1) ;

uold=u;

Su resultado graficamente se ve como en la siguiente figura

TsoValue

=
=

Figura 13: Resolucion de un problema de conveccion con FreeFem++. La flecha negra indica la direccion
de movimiento de la solucion, cabe destacar que el movimiento en ambos grdficos es el mismo, desde

otro instante de tiempo y dngulo.
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3.4.1.3. Problema de conveccion difusion.

Siendo u la solucién de la ecuacion de conveccion-difusidn-disipacién
d:u + aVu — V(uVu) + bu = 0, u(0) =uyen,t<T
Puede ser escrito como

Dyu — V(uVu) + bu = f, u(0) =u0

Donde D,u es la derivada convectiva

(3.35)

(3.36)

Si se usa un esquema de Euler implicito en el tiempo, combinado con los métodos

anteriormente vistos se puede escribir entonces

um+1 _ umOXm
f [Tﬁ + VU™t VR4 bum™t| =0, ViaeHL(Q)
N

Lo que en FreeFem++ se implementa como:
int n=20;
int M=4*n;
real x0=0.5;
real y0=x0;
real mu=0.05;

real dt=2*pi/M;

mesh Th=square(n,n, [x*2.-1.,y*2.-1.]1);
fespace Vh(Th, P2);
Vh u, uu, uold;

problem A (u,uu)=int2d(Th) (u*uu/dt+mu* (dx (u) *dx (uu) +dy (u) *dy (uu) ) ) -

int2d (Th) (convect ([1-x"2,0.08-0.8], -dt,uold) *uu)+on(1,2,3,4,u=0);

uold=exp (-50* ( (x-x0) "2+ (y-y0) *2)) ;

for (int m=0; m<M; m++) {
A;
plot (u,dim=3d, value=1l);

uold=u;

(3.37)
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}

En este caso, al terminar las iteraciones el resultado se va a 0, por lo que se presentan a

continuacién diferentes momentos del resultado obtenido por el programa sefialado.

LoVatue
= Tag¥alus

130vatue
Lio¥alu n

Figura 14: Fases de la solucion entregada por FreeFem++ para la resolucion de un problema de

conveccion-difusion.
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4. Simulaciones del modelo

A lo largo de este capitulo se veran las simulaciones desarrolladas para el modelo
propuesto utilizando las implementaciones descritas anteriormente, esto con el fin de tener
nociones graficas de las soluciones que se obtienen con diferentes configuraciones de los
pardmetros |, J, o1 y 02 principalmente. Al igual que los capitulos anteriores, sigue la l6gica de

escalamiento en desarrollo.

4.1. Simulaciones del sistema con una neurona o desconectado

Para comenzar, es importante saber cémo se ve el sistema en general, por lo mismo, se
muestra a continuacién la dinamica de las ecuaciones (2.1) y (2.2) en el espacio entre [-5, 5]. Es
decir, se muestra la nulidad de v, la cual corresponde a una curva cubica de signo negativo
obtenida utilizando la condicién v =0y la nulidad de w que se obtiene al imponer la condicién

de w = 0, teniendo forma de recta ascendente.

-5 0 5
Figura 15: Representacion grdfica del modelo de FitzHugh-Nagumo utilizando las ecuaciones (2.1) y (2.2)
con =0
En la figura presentada anteriormente podemos ver que bajo esta configuracion la
funcién cubica, correspondiente al valor de V cruza una Unica vez la recta de la funcién W, esta

dindmica se mantiene, sin embargo, la funcién V se traslada dependiendo el valor de 1, lo cual

se puede ver en la Figura 16.
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Figura 16: Variacion de la curva que representa el potencial de membrana de acuerdo con valor de I. Cada
curva de color muestra el desplazamiento que se genera al cambiar la magnitud a |, la cual considero
valores entre [-0.9, 21] con un espaciado de 0.2 entre cada una. La flecha indica la variacion de | y su

influencia en el esquema de la funcion, ademads se serialan los puntos de interseccion entre funciones para

cada caso, en donde se mantiene que v intercepta en un unico punto a w.

De esta forma conociendo el comportamiento del sistema con la variacion de un
impulso, se busca analizar la dinamica del sistema para una neurona particular en distintas
situaciones. En primer lugar, para una neurona que se encuentra activa, ésta se encuentra
realizando actividad ciclica entre el minimo de la parte convexa y el maximo de la parte céncava

de la funcion, en la Figura 17 se puede ver esta actividad y ademas la direccién del movimiento.

5 i 5
-5 0 5

Figura 17: Comportamiento de una neurona que recibe un impulso constante 1=0.9 en el tiempo, las

flechas indican la direccion de movimiento, cada punto muestra la posicion en el tiempo t = [0,35] con un
intervalo de 0.07 entre cada paso.
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En el caso anterior el punto de inicio de la neurona es definido, esto para simplificar la
grafica y que se logre distinguir claramente la dindmica una vez “dentro” de la ciclicidad, en el
caso de una neurona inactiva, dado que su comportamiento es estatico en el punto de
interseccion de funciones, se puede mostrar como independiente del punto de inicio de la
neurona, esta tiene la tendencia de seguir el movimiento ciclico en direcciéon al punto de

equilibrio, es decir 7 =w = 0 que en este caso es estable, lo cual no ocurre cuando se tiene un |

lo suficientemente potente para perturbar el sistema y convertirlo en un punto inestable.

5
Figura 18: Comportamiento de una neurona que se mantiene inactiva con 1=-0.9 constante. En /a figura,

cada linea punteada representa el recorrido de la neurona comenzando desde puntos aleatorios hasta
llegar al punto de equilibrio del sistema sefialado con un rombo verde que corresponde a la interseccion
de Vy W. Se denotan 3 trayectorias destacadas con flechas que indican la direccion de movimiento desde
el punto de inicio hasta el punto estable del sistema, notando el comportamiento que siguen en forma las
neuronas respecto al movimiento sefialado en la Figura 17.

Ahora bien, se presenta a continuacién la dinamica del sistema respecto al avance del
potencial de membrana con el paso del tiempo. Para ello se consideran dos neuronas aisladas,

sin conexion entre ellas, que muestran algunas respuestas tipicas para este sistema bajo las
condiciones mencionadas.
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Modelo de FitzHugh-Nagumo

Potencial de membrana
o

0 20 40 60 80 100
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Figura 19: Esquema de evolucion del potencial de membrana en neuronas independientes, una activa
(azul) con 1=0.9 y una inactiva (naranja) con 1=-0.9

En la Figura 19, la neurona azul tiene un comportamiento ciclico al igual que el
apreciable en la Figura 17, se muestra como los potenciales de accién tienen las mismas
caracteristicas en el tiempo, a excepciéon del inicio donde se puede ver una baja que no alcanza
lo que seria la fase de hipopolarizacion, esto debido a que en el instante 0 no existia un
proceso previo de potencial de accién. Por otro lado, la neurona naranja comienza con el
momento de hipopolarizacién y luego se estabiliza en el umbral de reposo. Notar que no estd a
escala dado que los nimeros no corresponden a los valores descritos en la revision
bibliografica, en el cual el potencial en reposo es de -70mV y para el disparo de un potencial de

accion debe ser > -55mV.

4.2. Simulaciones del sistema conectado

Para el sistema conectado se tienen dos consideraciones importantes que en el caso de
un sistema independiente no existian: la interaccién entre neuronas y la presencia de ruido. En
lo que sigue se mostraran, desde distintas aristas, el comportamiento del sistema ante estas

consideraciones.
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En primer lugar, se tiene el mismo sistema presentado en la Figura 19, con la excepcién
que se agrega el componente de interaccién entre las neuronas, dados los mismos parametros

se pueden obtener resultados muy distintos cambiando el factor de interaccién

b
(ag ) Modelo de FitzHugh-Nagumo ) ( Z ) Modelo de FitzHugh-Nagumo
1.5}
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Figura 20: Interaccion neuronal sin ruido, variando la fuerza de conexion, en (a) la neurona 1 (naranja)
inactiva a la neurona 2 (azul) y en (b) la neurona 1 es alterada por la neurona 2, llegando a generar un
potencial de accion debido a la interaccion.

Como se pudo ver graficamente, el valor que tenga la conexion puede afectar el
comportamiento de una u otra neurona. Ahora bien, por simplicidad se mantendra la conexion
seglin lo definido en la seccién de modelamiento, teniendo un promedio de interaccién igual

para todas las neuronas y se comienza en un punto aleatorio en el espacio entre [-5,5].

(a), (b)

4t 4t

~
N

4 R 4t

5 ——t -5
5 0 5 -5 0 5

Figura 21: Comportamiento de un sistema interconectado de 20 neuronas, en la imagen de la izquierda se
tienen neuronas inactivas y en la imagen de la derecha se encuentran neuronas con actividad, /=2.5, En (a)
se muestran las trayectorias de algunas neuronas desde su punto de inicio hasta el punto estable.
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En la Figura 21 se puede notar un cambio en la dinamica en las neuronas sin actividad,
en comparacion con lo visto en la Figura 18, dado que la interaccidn entre las neuronas atrae a
las mismas al punto estable del sistema sin la necesidad de hacer el recorrido natural visto
anteriormente, con ello se puede apreciar cémo afecta este factor para homogenizar el
comportamiento del sistema.

Lo siguiente a considerar, como ya ha sido mencionado es el ruido, este es un factor
que puede ser clave en las redes neuronales, al igual que el factor de interaccidon, el ruido
permite generar resultados distintos dependiendo de su magnitud en ambas funciones del
sistema.

Para ello, se comienza graficando una interacciéon en la que se tienen tres neuronas y
cada una se caracteriza por una interaccion particular con las otras dentro del sistema: una con
ruido, impulso externo e interacciones con sus vecinas; la otra con ruido e interacciones; y

finalmente una que cuenta sélo con la actividad por interacciones con las neuronas vecinas.

Modelo de FitzHugh-Nagumo

Voltaje (mV)

0 20 40 60 80 100
Tiempo (ms)

Figura 22: Interaccion neuronal con ruido Gaussiano, donde se tienen 3 neuronas, se consideran las
neuronas 1 y 2 que tienen actividad inducida por ruido (rojo y azul), respectivamente, ademads de impulso
1=0.9 en la neurona 1, la neurona 3 (amarillo) se encuentra sin el factor de ruido ni tampoco impulsos
inducidos por carga externa, solo se ve afectada por la interaccion de las neuronas vecinas.
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Si se analiza en el espacio de las nulidades de las funciones se encuentra que si se
analizan las trayectorias completas no es posible distinguir el comportamiento, por lo que se

simplificaron las graficas

2

3F

4t

5 . - .
-5 0 5[ -5 0 5

Figura 23: Accion del ruido sobre 2 neuronas conectadas, en las imdgenes en recuadros azules se tienen
las neuronas con I=-0.9, consideradas inactivas por estimulos externos. En los recuadros verdes las
neuronas tienen estimulos externos con intensidad 1=0.9, consideradas activas. A la izquierda los valores
deo, =0,=049 ya la derecha o, = o, = 0.98.

Estas simulaciones entregan buenas ideas sobre el comportamiento en general de la red,
sin embargo, consideran un namero de neuronas muy pequefio y al agregar el ruido se pierda
la trayectoria, es por ello por lo que en adelante se trabajard con n>=100 para las simulaciones y
se analizara la evolucién en el tiempo del sistema, no la trayectoria completa. Con esto en

mente, el analizar la evolucion del potencial de membrana en el tiempo pierde el sentido al
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aumentar la cantidad de neuronas en el tiempo debido a la homogeneidad generada por el

ruido que dificultan la distincion entre comportamientos de distintos individuos.

4.2.1. Influencia del valor )/

El factor de conexién toma un rol importante en el comportamiento del conjunto, por
ello es importante analizar qué varia seguin su valor en el sistema.

Como se mencioné en el modelamiento, al tener un factor J positivo, el sistema se
compacta, es decir, la interaccion obliga a cada elemento del sistema a mantenerse cerca de

sus vecinos y, en general, de las demds neuronas del conjunto neuronal completo.

51 \ 5r
4 4t
3 3

2 F

3+

4t \ 4t

-5 L \ 1 B L 1 )
-5 0 5 5 0 5

Figura 24: Comportamiento del sistema con el promedio de interaccion J=2.5. A la izquierda con
presencia de ruido y a la izquierda sin presencia de ruido. Se considera un sistema de 100 neuronas y un
tiempo t=[0:50] con intervalos de 0.08, I=-0.9

Si ahora, esto se puede comparar con el comportamiento del sistema en una situacién
de nulidad, que se puede considerar el punto base o de control, es decir, J=0, un valor para el
cual la conexién no existe.

Se esperaria que el sistema no se compacte, pero tampoco se aisle completamente, en la

siguiente figura se muestra el resultado de la simulacién para este caso
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Figura 25: Comportamiento del sistema sin el factor de interaccion, /=0, para el sistema de 100 neuronas,
en t=[0,50] con un espaciado de 0.08. I=-0.9, el sistema se encuentra inactivo.

Se puede notar que para el caso sin ruido se obtiene el mismo comportamiento que en

el caso anterior, esto se debe a que, sin la presencia de ruido, al tener el sistema inactivo cada

neurona independientemente busca alcanzar el punto de equilibrio, tal como se vio en la Figura

18.

El otro caso por simular es cuando J se considera una interaccién negativa, dado que

implicaria que el sistema de una u otra forma se repele y compacta al mismo tiempo segun la

magnitud del promedio de interaccion.

5

°
4| @
°®
A
)
2 D)
e
1
o.’
0 O“o”
® o
1 ® o0 o®
2 00 o L4
o
® o
o
3+ °
H
4 ®
@

Pl
..

0y 0o¢@

4+

0

' -5

0 5

Figura 26: Comportamiento del sistema con J=-2.5, en un sistema de 100 neuronas en el intervalo de

tiempo t=[0,50] con un espaciado de 0.08. I=-0.9.
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Para esta configuracién, el sistema encuentra dos nuevos puntos de equilibrio como se
ve a la derecha en la Figura 26. Otro comportamiento interesante de mencionar es que, en el
sistema con ruido, a pesar de estar inactivo, se logran distinguir “saltos” entre grupos, los que

pueden generar potenciales de accién en neuronas particulares del sistema.

4.2.2. Mapas de calor

En esta subseccién se simularan las mismas interacciones que en el apartado anterior

con los métodos de fuerza bruta y quadtrees a excepcion de la simulacién con el factor J=0.

0.05
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Figura 27: Mapas de calor para el comportamiento del sistema con el promedio de interaccion J=2.5. A la

izquierda con presencia de ruido y a la izquierda sin presencia de ruido. Se considera un sistema de 100

neuronas y un tiempo t= [0.50] con intervalos de 0.08, I=-0.9. Arriba el método de fuerza bruta y abajo
quadtrees.
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Es importante notar que, si bien a simple vista el comportamiento es distinto en ambos
casos, si se mira la escala de los quadtrees se puede concluir que reporta el mismo

comportamiento que el método de fuerza bruta, sin embargo, su interpretacién es menos

0.045

02
0.04
0.035
i 0.15
0.025
0.02 01
0.015
0.01 0.05
0.005
0 0

intuitiva.

6 . T T T T T T T
4t 1
\Ei
4 1 3l .
| |
2 ] |2 -l |
1 1
0_ )
| I Y —h U’ il
27 il 1+ 4
-
4t 1 27 Lt ‘ i
1
e L |
-6 L ! ! ! ! ! ! :
-5 0 5 -3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 28: Mapas de calor para el comportamiento del sistema con /J=-2.5, en un sistema de 100 neuronas
en el intervalo de tiempo t=[0,50] con un espaciado de 0.08. |=-0.9.

Al igual que en el caso anterior, se puede decir que ambos métodos son capaces de
mostrar el comportamiento del sistema en general, siendo mas intuitivo el método de fuerza
bruta y mas eficiente el uso de quadtrees, lo cual se discutird con mas detalle en la seccion de

resultados.
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5. Caso limite

Para el caso limite se utilizd software especializado y ademas una implementacion
propia. En este punto, tal como se mencioné en el modelamiento, no se considera aun la
interaccion entre individuos, lo cual acota las posibilidades de simulacion.

En esta seccion se compararan las simulaciones de la conveccién independientemente y
la conveccién junto con la difusion. En particular, la conveccidon en el sistema tiende al caos

debido a la definicién del sistema de ecuaciones, es por ello que se pone énfasis en este punto

5.1.1. Software especializado

5.1.1.1. Conveccion-difusion.

IsoValug
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Figura 29: Conveccion difusion con un sistema con distribucion e™ s
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Figura 30: Perfil del resultado de conveccion-difusion para el sistema
Segun se puede notar, el sistema tiene la tendencia a moverse hacia donde la
conveccién colapsa, sin embargo, la difusion mantiene la forma tipica que se tiene en una

distribucién en la que la que se tiene agrupado el conjunto en un inicio en el centro
i —x2+y2
caracterizada pore™ s

5.1.2. Implementacion propia

5.1.2.1. Conveccion-difusion.
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Figura 31: Conveccion-difusion del sistema vista lateral y superior. Con condiciones de borde tipo
Neumann (arriba) y Dirichlet (abajo)

Al igual que en la implementacion anterior, en cuanto a forma, entrega un resultado
similar, pero en cuanto a magnitudes se diferencian los resultados. En este caso, también
tienen tendencia a moverse hacia donde tiende la conveccién, solo que se tomod el resultado

desde la perspectiva contraria.
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6. Resultados

6.1. Sincronia de la red neuronal con impulsos focalizados

La cantidad de neuronas activas para una red neuronal conectada puede pensarse tanto
como una relacion con N o bien como una dependencia del factor de interaccién J.

Considerando la primera idea, que corresponde a la relaciéon de N, entiendo esto como
el porcentaje sobre N que se necesita para obtener una red activa sincrona se llegé al siguiente

resultado:

Sincronizacién neuronal por % activado

100%
90%

80%
70%  64.5%
60% m 64.6%
50% 64.7%
40% 64.8%
30% = 64.9%
20% W 65%
10% W 65.1%

0%

100

1500 3000 5000
Cantidad de neuronas total

% de veces que se activo segln % de
neuronas

Grdfico 1. Representa la relacion entre porcentaje de neuronas que deben activarse para que exista
sincronizacion, cada color de la serie representa el % de neuronas que se esta activando, en el eje vertical
se muestra el % de éxito en la activacion de la red bajo esa combinacion, en el eje horizontal la cantidad
de neuronas de la red. En este caso se utilizo J=2.5 en todas las combinaciones.

En él, podemos ver que, para los N analizados, se tiene un comportamiento que se
mantiene al aumentar la escala, entregando como valor estable del 65% + 0.5% para obtener
una sincronizacién y activacién del sistema sin presencia de ruido en ninguna componente.

El resultado anterior se obtiene promediando las activaciones a la red luego de 100
iteraciones para cada porcentaje estudiado, es decir 700 iteraciones en total para cada red

neuronal. Es importante destacar que antes del 65.1% se obtienen simulaciones en las que el
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sistema no se activa sincronizadamente en ningin momento, sino que se compacta en la
nulidad del sistema y presenta pequenas perturbaciones, las cuales no logran activar el sistema
completo.

Este resultado, el cual nos permite llegar a un porcentaje constante de neuronas activas
en el sistema, tiene sentido debido a que se analiza este fendmeno sin la presencia de ruido en
la red neuronal.

Luego, se busco si existe o no una relacién entre el valor de J respecto a la cantidad de
neuronas de la red que deben estar activas con impulso constante y sin ruido para lograr la
sincronizacion dindmica del sistema.

A continuacion, se muestra el grafico con los resultados obtenidos para una poblacién
de 100 neuronas conectadas.

NEURONAS ACTIVAS NECESARIAS PARA

ACTIVAR EL SISTEMA DE ACUERDOA LA
MAGNITUD DE LAS INTERACCIONES

70

L 4
L 4
L

65

60

55

50

45

0 1 2 3 - 5 6 7 8 9
VALORJ

CANTIDAD DE NEURONAS ACTIVAS

Grdfico 2: Relacion entre la cantidad de neuronas necesarias con impulso constante /1=0.9 para activar
completamente una red neuronal de 100 individuos de acuerdo con el factor J, correspondiente a la
magnitud de interaccion del sistema sin la presencia de ruido.

Asi, se puede observar que existe una tendencia que se acerca al valor obtenido en
general, que en este caso serian 67 neuronas, sin embargo, se encontré un valor 6ptimo de J
que minimiza significativamente la cantidad de neuronas activas que corresponde a J=1.1 en

donde se requiere 54% de activacién.
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Este resultado muestra que, por una parte, al tener un valor J<1 se genera mas
resistencia a la sincronizacion debido a que las neuronas no se encuentran tan influenciadas
por el resto del sistema y luego, con J>1.1 comienza a requerirse una mayor cantidad de
neuronas para la sincronizacion, lo cual se justifica debido a que si existe una mayor magnitud
de interaccién las neuronas se mantienen mas unidas y se genera mayor resistencia al
movimiento como conjunto y por consiguiente se necesita mayor impulso total para lograr que
el sistema se active, dado que la sincronia en estos casos no es un problema porque a mayor J,
menor independencia neuronal y actia cada vez mas como una unidad cohesionada.

Ahora bien, estos resultados son obtenidos en un sistema libre de ruido, por lo que se
pasa a estudiar como afecta el factor de ruido al sistema con respecto a la interaccion para la
activacion y sincronia de la red neuronal, por lo que en el siguiente grafico se muestran los

resultados obtenidos para tal caso.

NEURONAS ACTIVAS NECESARIAS PARA ACTIVAR EL
SISTEMA DE ACUERDOA LA
MAGNITUD DE LAS INTERACCIONES

49.5
49
48.5
48
47.5
47
46.5
46
45.5
45
44.5

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

VALORJ

CANTIDAD DE NEURONAS ACTIVAS

Grdfico 3. Relacion entre | cantidad de neuronas necesarias con impulso constante 1=0.9 para activar
completamente una red neuronal de 100 individuos de acuerdo con el factor J, correspondiente a la
magnitud de interaccion del sistema con presencia de ruido con 01=0.98 y 02=0.49

En este caso se puede ver el rol positivo del ruido Gaussiano en el sistema, y se
distingue una disminucién promedio de un 17.25%.
Sin embargo, se puede notar que los minimos estan en diferentes valores J, esto podria

deberse a la traslacidon necesaria en J para lograr sincronizar el sistema con presencia de ruido,
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es decir, con J<1 el sistema por la presencia de ruido y la baja interaccién no se logra
sincronizar ni siquiera considerando el sistema completo activo, lo cual corresponderia a tener
un minimo global entre 1 y 2, sin embargo, el minimo del sistema con ruido se encuentra entre
2.7y 3.2.

Ademas, si comparamos la magnitud del valor 6ptimo obtenido con y sin ruido, se

puede ver que se tiene una disminuciéon menor, disminuyendo la diferencia a un 6%.

6.2. Sincronia neuronal por la accién del ruido

Como vya se vio anteriormente, las redes neuronales se activan si tienen un impulso en al
menos cierta cantidad de neuronas y el efecto positivo del ruido, disminuyendo el nimero
necesario de neuronas de la red. Ahora bien, existe la posibilidad de activar redes neuronales
sin la presencia de impulso en ninguno de sus miembros, debido al efecto del ruido, el cual,
dependiendo de la combinacion entre el factor de interaccién y el ruido presente en el sistema
puede inducir una activacidn sincrénica en la red.

A continuacion, se presenta una grafica del area de sincronizacién activa encontrada

para el modelo dado:

b

Grdfico 4. Relacion entre el ruido y la magnitud de la interaccion total en el sistema para generar
sincronizacion en él. Dentro del drea delimitada en morado se encuentran las combinaciones de J y oz que
generan la sincronizacion. Se utilizo para la simulacion el valor I=-0.9, o1=0.294 constantes.
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Bajo la linea verde se encuentra el drea donde, debido a la poca cohesién de las
neuronas no es posible lograr una sincronizacién del sistema que actia de forma casi
independiente, lo cual es consistente con el resultado obtenido en la seccion anterior.

sobre esa linea existe una mayor conectividad y se puede apreciar el sistema como un
ente que sincroniza, pero no tiene la capacidad de activarse por el ruido. En las otras secciones
fuera de la curva de sincronizacién activa se debe al bajo o alto nivel de ruido, respectivamente.

Este resultado se puede comparar y contrastar con lo que se sefala en el trabajo
publicado en el 2014 por Quifiinao y Touboul donde mencionan que la topologia de la red
impacta el comportamiento colectivo de la misma, sin embargo, segun el resultado obtenido en
el Gréfico 4, se puede considerar una relacién respecto a la interaccion y el ruido, mas que por

la topologia misma.
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Grdfico 5: Neuronas distribuidas uniformemente en [0,a], la zona gris corresponde a soluciones
oscilatorias. (Quifilnao & Touboul, 2014)

Podemos notar que, en forma se obtienen figuras relativamente parecidas, lo cual podria
ser aun mas claro si se tomaran valores mas cercanos para comparar en el Grafico 4, dado que
las combinaciones probadas estan lo suficientemente separadas para no lograr tener una figura
de bordes suaves.

Con los resultados obtenidos hasta este punto se puede considerar la hipdtesis
planteada como correcta, es decir, existen relaciones entre los parametros de inputs externos,
promedio de interacciéon y coeficientes de ruido que permiten activar la red neuronal de formas

que a priori pueden considerarse no tipicas.

61



6.3. Eficiencia comparativa entre métodos de resolucion

En esta seccidn de resultados se discutird la eficiencia de los métodos en aquellos casos
que se utilizé un software o implementacién propia y una disponible y construida por agentes

externos.

6.3.1. Mapa de calor

Para comparar los métodos implementados para la representacién numérica de los
mapas de calor se considerdé el tiempo de ejecucion promedio de éstos y se calculd la
diferencia. A continuacién, se presentan los resultados obtenidos:

Comparativa de métodos de visualizacion
N tprom Qt(S)  tprom ME(s) Diferencia(s)

100 14.447 13.438 1.009
150 16.787 16.283 0.504
200 21.337 23.271 -1.934
250 25.51 28.584 -3.074
300 27.81 33.666 -5.856
350 30.756 38.463 -7.707
400 35.265 42.143 -6.878
450 37.245 45.377 -8.132
500 40.979 50.583 -9.604
1000 45.813 51.539 -5.726
2500 79.548 81.451 -1.903

Tabla 1. Tiempo promedio de ejecucion de una red neuronal de N individuos con una aproximacion
utilizando el método de Euler y quadtrees

En la tabla, podemos ver que a medida que el nimero de neuronas del sistema aumenta,
la diferencia entre métodos se hace notar debido a la complejidad computacional de los
métodos, considerando que los quadtrees son recursivos y se secciona el problema en 4 cada
vez, mientras que en el método de Euler se revisa la grilla completa en cada iteraciéon. No
obstante, esa diferencia se ve disminuida pasado el umbral de N=1000, esto se explica por la
misma fragmentacién del problema para los quadtrees, debido a que pierde eficiencia al tener
que seccionar la grilla en tantos subespacios que luego la busqueda e insercidén se convierten

en un problema de eficiencia.
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Para ahondar mas en el orden de complejidad computacional se considera la cantidad de
iteraciones necesarias para llegar a un resultado, en el caso del método de fuerza bruta se tiene

una complejidad que se puede representar con la férmula
0(nm?),

siendo n la cantidad de neuronas en el sistema y m el tamafio de la matriz en la que se
enmascara la solucién, con m < n.
En el caso del algoritmo de quadtrees su complejidad computacional es:

0 (n log, (n)),

lo que explica el comportamiento de la Tabla 1 pasado cierto limite en el que, dependiendo el
tamano de la grilla se convierte el método de fuerza bruta en un método mas eficiente que el

uso de quadtrees.

6.3.2. Caso limite

Para este resultado se considera que, si bien la forma de las simulaciones se comporta
de la misma manera, existe una diferencia significativa en los resultados numéricos para ambos
casos, teniendo una conveccién con la implementacién propia que no permite analizar los
resultados luego de 25 iteraciones, donde se encuentran nimeros en Ordenes de magnitud
infimos, el software especializado permite una visualizacion mas extensa de la simulacién. Por
otra parte, al afadir la difusién la implementacién propia entrega resultados en érdenes que
pueden ser esperables en comparacién a los obtenidos en el mapa de calor, mientras que el

software especializado se escapa de ellos.
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7. Conclusién y trabajo futuro

Para concluir, se puede sefialar en primera instancia que la hipétesis planteada para esta
investigacion se logré comprobar, es decir, la variacion de los pardmetros de inputs externos,
promedio de interacciones y coeficientes de ruido, puede generar actividad neuronal en el
sistema completo, ya sea con impulsos focalizados y/o con la presencia de ruido adecuado en
el modelo propuesto. Esto, a su vez, tiene el respaldo encontrado en la literatura estudiada en
el contexto bioldgico, dado que efectivamente existen procesos neuronales que ocurren en
algunas condiciones probadas en el marco de esta memoria, por ejemplo, la gatillacion de
potenciales de accién por ruido eléctrico o la sincronia por la activacién parcial del sistema.

Se puede decir que la investigacidon y el trabajo realizado deja una puerta abierta a
seguir escalando el modelo y continuar explorando las posibilidades de usos que se le pueden
dar, dado que en términos generales tiene un comportamiento adecuado en la representacion
de las interrogantes planteadas y potencial para ser adaptado para ampliar su capacidad de
estudio. Es un trabajo perfectible en muchos sentidos, pero logra alcanzar los objetivos
planteados en esta memoria.

En términos de representacion y aspectos considerados en el sistema, este modelo si
bien cumple con obtener respuestas a las preguntas de investigacién, se mantiene en un nivel
de concepto bastante abstracto y no posee caracteristicas lo suficientemente fuertes o precisas
para lograr experimentar fendmenos mas complejos como la excitacién e inhibicién neuronal,
la plasticidad y evolucién del sistema ni la reacciéon ante estimulos de larga duracién, debido a
que se tiene un sistema en el cual el valor de | no evoluciona ni su tratamiento considerando el
paso temporal.

Con relacién a lo presentado en los parrafos anteriores, como trabajo a futuro con este
modelo e implementacion se pueden mencionar algunas acciones a efectuar, tanto para la parte
computacional como consideraciones del mismo modelo, las que se presentan en seguida:

1. Implementar una interpretacion del modelo como un sistema integro-diferencial y

estudiar sus caracteristicas con el sistema discretizado.
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2. Optimizar la implementacion de los métodos numéricos por otros que entreguen
resultados con un margen de error y/o un orden de complejidad menor al obtenido con
los utilizados, con el fin de que el uso del modelo resulte mas confiable y eficiente en el
uso de recursos de computadora.

3. Modular la implementacién para permitir la variacion de los parametros de forma mas
directa y asi obtener un sistema mas mutable y testeable ante entradas diversas
entregadas por el usuario.

4. Considerar la variabilidad temporal de las entradas de impulsos al sistema, ya que las
sefiales comienzan a perder efecto pasado un tiempo determinado para casi todas las
entradas psico-sensoriales con excepciéon al dolor, la cual necesita analgésicos® para
disminuir su efecto.

5. Utilizar y adaptar el modelo para poder simular el comportamiento ante diferentes
estimulos los cuales pueden excitar o inhibir al sistema completo o a ciertos elementos
de éste dependiendo de sus caracteristicas y las del estimulo recibido, lo cual tiene
relacién con la integracién del proceso de sinapsis quimica y la figura de los
neurotransmisores.

6. Considerar el peso sinaptico de las interacciones con las neuronas vecinas, es decir,
pasar de un J constante a un valor para cada par (i, j) de neuronas que tenga relacion
con cuan fuerte es su nivel de interaccion. Lo cual tiene relacién con el fortalecimiento y
plasticidad de las redes neuronales, como se menciono en el marco tedrico y revisiéon de

literatura.

9 Liberacion de neurotransmisores asociados al alivio del dolor de forma natural o inducida con medicamentos y/o
tratamientos especificos.
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9. Anexos

9.1. Anexo 1: Modelo de Hudgkin-Huxley (Torres Rivera, 2016)

Una manera de describir el comportamiento del potencial de membrana es representar
el comportamiento eléctrico de la membrana celular en términos de elementos de circuitos
electréonicos equivalentes, representado en la Figura 2.6. El circuito consta de cuatro
componentes: la membrana celular que puede ser vista como un capacitor el cual tiene la
capacidad de almacenar carga, las resistencias variables son representadas por los distintos
tipos de canales ionicos incrustados en la membrana, la aportacion de otros iones en el modelo
puede ser descrito por una resistencia lineal, mientras que las baterias quedan caracterizadas
debido a los potenciales establecidos por las diferencias de concentracién iénica entre la parte

interna y externa, es decir los potenciales de Nernst de cada especie idénica ENa, EK y la de fuga
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Figura 2.6: Circuito equivalente del comportamiento eléctrico de la membrana
La corriente idnica esta subdividida en tres componentes, una corriente de sodio (INa),
una corriente de potasio (IK), y la corriente de fuga, (IL), constituida principalmente por iones de
cloro. Por consiguiente, usando las leyes de Kirchhoff, el comportamiento del circuito eléctrico
equivalente queda descrito por la ecuacién diferencial:

Cm Z2 () = Loxe = Iva — I — Iy (2.38)
Siguiendo la ley de Ohm de la ecuacion (2.2) para cada uno de los iones y sustituyendo

las conductancias del potasio, sodio y de fuga dadas por las ecuaciones (2.18), (2.25) y (2.37)

se obtienen las ecuaciones diferenciales:
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dv (2.39a)

M = —gnam3h(V — Exg) — ggn*(V — Ex) — gi(V — E)
dn 2.39b
T a, (V)1 —n) = B,(V)n ( !
dm (2.390)

—= =GN =m) = B (VIm

dh
2t = WA =h) = pp(V)h (2.39d)

El conjunto de las cuatro ecuaciones diferenciales ordinarias (2.39) es conocido como el

modelo de neurona de Hodgkin y Huxley [19]. Donde los funcionales «n, oxm, oh,fn, fm y Bh

se obtienen de las ecuaciones (2.23), (2.33) y (2.34) respectivamente.
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Figura 2.7: Simulacion numérica de las ecuaciones de Hodgkin-Huxley con entrada de corriente
excitacion de 5 uA
El modelo de Hodgkin-Huxley (HH) es capaz de reproducir la forma de respuesta de las
neuronas ante una corriente inyectada (lext). Si la corriente aplicada es suficientemente intensa,
es decir, que supere el umbral, entonces el modelo genera un disparo o spike como el
representado en la Figura 2.7 la cual se obtuvo mediante simulacién numérica mediante el
programa descrito en A.1 con una entrada continua de corriente de 5 pYA en la cual se observan
las partes esenciales del potencial de accién como la despolarizaciéon y la hiperpolarizaciéon

hasta llegar al potencial de reposo.
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Figura 2.8: Simulacion numérica de las ecuaciones de Hodgkin-Huxley con entrada de corriente de
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Figura 2.9: Simulacion numérica de las ecuaciones de Hodgkin-Huxley con entrada de corriente de

excitacion de 100 uA
Si el valor de la estimulacién o corriente inyectada se aumenta, se generardn trenes de
impulsos fenédmeno conocido como bursting para el caso de la Figura 2.8 con una inyeccion de
corriente de 10 pA, si se continlla aumentando la corriente, la frecuencia de disparos continuos

aumenta, pero el grado de despolarizaciéon decrece como se observa en la Figura 2.9 con 100

HA.
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9.2. Anexo 2: Osciladores van der Pol (Patarroyo, 2012)

De manera basica y general el oscilador de Van der Pol se describe por la siguiente
ecuacién diferencial auténoma no lineal de segundo orden:
x—pu(l—-xDx+x=0
Ecuacion 1.

u, es un coeficiente variable entre —o < u < . Al definir x =y, se puede escribir el

modelo como un sistema de ecuaciones representado por variables de estado asi:

xX=y
y=—x+p((1-x")y
Ecuacion 2.a) y b)

Donde el Unico punto de equilibrio del sistema es x =0y y =0, asi que el sistema

linealizado alrededor del origen se puede escribir como se muestra a continuacién,

= 0 1] X
=l-1 4
Ecuacion 3.

Cuyos eigenvalores son (ui\/m)/z. Por tanto, a la luz de la teoria de estabilidad
para sistemas lineales el origen es un punto espiral inestable cuando 0 < u <2 y es un nodo
impropio inestable, para u < 2, cuando —2 < u < 0 el sistema es asintéticamente estable, asi que
bajo estas condiciones cerca al origen, lo Unico que se puede decir con certeza es que todas las
soluciones del sistema tienden al infinito o a cero.

Graficamente, a través del plano de fases se puede observar el comportamiento de los
estados de acuerdo con la trayectoria que describe la solucién del sistema, a continuacion, se
muestran algunos ejemplos de graficas que ilustran las soluciones de los escenarios
previamente mencionados, de acuerdo con los respectivos valores propios: Punto espiral

estable: Eigenvalores complejos conjugados con parte real negativa
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Figura 1: Plano de fases (izquierda) - Respuesta en tiempo (derecha). Tomada de [6]70

Punto espiral inestable: Eigenvalores complejos conjugados con parte real negativa
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Figura 2: Plano de fases (izquierda) - Respuesta en tiempo (derecha). Tomada de [6]70
Cuando u es igual a cero, el sistema queda descrito por la ecuacién diferencial lineal
autonoma de segundo orden que se muestra a continuacion:
X+x=0
Ecuacion 4.
Al definir x =y, se puede escribir el modelo como un sistema de ecuaciones
representado por variables de estado asi:
x=y
y=—x
Ecuacion 5.a) y b)
Y de nuevo el Unico punto de equilibrio es x = 0 yy = 0. De forma analoga
. 0 1
X= [—1 o] X

Ecuacion 6.

10 Boyce.E; DiPrima. R. Ecuaciones Diferenciales y Problemas con Valores en la Frontera. 4 Ed. Limusa-Willey. México D.F
2000.
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Los valores propios del sistema son k; =iy k, =i asi que el punto de equilibrio (0,0) es
un centro criticamente estable que incorpora una Unica solucién periédica lineal que de manera
general se encuentra descrita por:

x = c¢,cos(t) + c,sen(t)
y = —cysen(t) + c,cos(t)

Ecuacion 7.a) y b)
La solucién que satisface las condiciones x(0) = 0 y y(0) = 0 es claramente

x = sen(t)
y = cos(t)
Ecuacion 8.a) y b)

Y la solucion determinada por x(0) = -1y y(0) =0 es
A
x = —cos(t) = sen (t — E)

y = sen(t) = cos (t — E)
2
Ecuacion 9.a) y b)
Estas dos soluciones definen la misma trayectoria C en el plano de fases, a saber el

circulo x? + y2 = 1. De esta manera se corrobora la existencia de una trayectoria que recorre el

sentido contrario a las manecillas del reloj.

Figura 3: Plano de fases, u=0. Tomada de [7]"7
Hasta ahora sélo se ha realizado una aproximacion al comportamiento dinamico del
oscilador de Van der Pol visto desde una perspectiva de la teoria lineal, con lo cual se ha
verificado que las trayectorias de las soluciones que describen el espacio de estados en el plano

de fases muy cerca al origen (0,0), tienden a cero 6 tienden a infinito y para un caso particular

11 Simmons. G. Ecuaciones Diferenciales con Aplicaciones y Notas Historicas. 2 Ed. Mc Graw Hill.Madrid 1999.
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tienden a una respuesta sinusoidal pura, pero en realidad dichas trayectorias no describen de

manera general la respuesta dindmica del sistema.

76



9.3. Anexo 4: Fokker-Planck (Torres Agudo, s. f.)

La ecuacién de Fokker-Planck (EFP) es un tipo especial de ecuacién maestra en la que W

es un operador diferencial de segundo orden:

P(y,t) 9 102 (258)
s =5, AP +35.7B0)P

El rango de y es necesariamente continuo (-oo, +o0). Los coeficientes A()) y B()) son
funciones reales diferenciables con la restriccién de que B (y) > 0. La EFP se puede escribir
como una ecuacién de continuidad para la densidad de probabilidad:

oP(y,t) _ 9J(nt) (259)
ot dy

Donde J(y,t) es el flujo dado por

10
J.t) = AP - E@B(y)P (260)

El primer término de (258) se llama término de transporte, término de conveccién o
término “drift”; el segundo se llama termino de difusion o fluctuaciéon. La solucién formal

estacionaria de (258) es

Ps(y):const [ij(y) ] (261)

B(y) B(y")

Supuesto que PS(y) es integrable y se puede calcular la constante de normalizacién.

e Procesos de Markov cuya ecuacion maestra tiene la forma (258) se llaman “continuos”
porque sus funciones muestran se puede probar que son funciones continuas (con
probabilidad 1).

e Por definiciéon la EFP es siempre una ecuacion lineal para P. El término lineal se puede
usar en otro sentido. Asi diremos que la EFP (258) es lineal si A es una funcién lineal de
y Yy B es constante:

OP(y,t) d 1 _ %P (262)
6t _(AO +A1y)P + BO ayz

Si A1<0 la solucion estacionaria (261) es Gaussiana. (...)

Para A1>0 no hay distribucién de probabilidad estacionaria.
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9.4. Anexo 5: Cédigo Quadtree

Funcién quadtrees

Copyright (c) 1995 by Kirill K. Pankratov, kirill@plume.mit.edu, 01/30/95

[ind, bx,by,Nb,1x,1ly] = quadtree (x,y,s,n0)
% Default for maximal block size
n0 _dflt = 10;
% Handle Inpul .. viiiii it iinnetnenneeneennns
nargin < 2
error ( )

nargin<4, n0 = n0O dflt;
nargin<3, s = [];
isempty(s), s = ones(size(x));
% If no need to divide ....... i,
length(x(find(s))) <= n0
bx = []; by = []; Nb = [];
1x = [1; 1y = [1:
ind = ones(size(x));

5 Calculate limits ................
lim = [min(x) max(x) min(y) max(y)]l;
% Recursively construct quadtree ............
[ind, bx,by] = gtreel(x,y,s,1lim,n0);
bx = bx(:,1l:size(bx,2)-1);
by = by(:,1l:size(by,2)-1);
% Compose "adjacency matrix" ................
szb = size (bx);
ob = ones(1l,szb(1));
pow = 2.7 (0:szb(2)-1);
pow = flipud(pow');
"Lower" and "upper" bounds for trees
bxmax = ceil (bx) *pow;
bxmin = floor (bx) *pow;
bymax = ceil (by) *pow;
bymin = floor (by) *pow;
"Physical" limits of each regions

1x = [bxmin bxmax+1];

ly = [bymin bymax+1];

1x = lim(1)+1x* (lim(2)-1lim (1)) /pow (1) /2;

ly = 1im(3)+1ly*(lim(4)-1im(3)) /pow (1) /2;

BO = bxmin(:,ob);
Bl = bxmax(:,0b);
Nb = (BO'-Bl<=1l) & (BLl'-BO0>=-1);
BO = bymin(:,ob);

Bl = bymax(:,o0b);
Nb = Nb & (BO'-Bl<=1l) & (B1'-BO>=-1);

Funcién qgtreeO, primitiva de quadtree

Copyright (c) 1995 by Kirill K. Pankratov, kirill@plume.mit.edu, 01/26/95

[ind, bx,by] = gtreel(x,y,s,1lim,n0)
Divide and make further recursion if necessary
N = length(find(s));
% If not to divide further .....................
ind = ones(size(x));
N <= n0
bx = .5; by = .5;


mailto:kirill@plume.mit.edu
mailto:kirill@plume.mit.edu

o

5> Further division is needed ...................
% Calculate middle of the current range
x mid = (lim(2)+1lim(1))/2;
y mid (1im (4)+1im(3)) /2;

% Branch for current level
bx0 = [0 01 11";

by0 = [0 1 0 1]';

nl = find( x<=x_mid & y<=y mid ); % Lower-left
Im = [lim(1l) x mid 1im(3) y mid];
[indl,bx1l,byl] = gtreel(x(nl),y(nl),s(nl),1lm,n0);

n2 = find( x<x mid & y>y mid ); % Upper-left
Im = [lim(1l) x mid y mid 1im(4)];
[ind2,bx2,by2] = gtreel(x(n2),y(n2),s(n2),1lm,n0);

n3 find( x>x mid & y<=y mid ); % Lower-right
Im = [x mid 1im(2) 1im(3) y mid];

[ind3,bx3,by3] = gtreel (x(n3),y(n3),s (n3),1m,n0);

né find( x>x mid & y>y mid ); % Upper-right
Im = [x mid 1im(2) vy mid 1lim(4)];
[ind4,bx4,by4] = gtreel(x(n4d),y(nd),s(nd),1lm,n0);
% Make composite binary "tree matrices"
szB = [size(bxl); size(bx2); size (bx3); size(bx4)];
szv = cumsum(szB(:,1));
szh = max(szB(:,2))+1;
s Initialize output matrices
bx = .5*ones (szv(4),szh);

)

by = bx;

% Fill binary matrices ..........ciiein.n
nnv = (l:szv(l))"'; nnh = 2:szB(1,2)+1;
bx (nnv,nnh) = bxl; by (nnv,nnh) = byl;
bx (nnv,1) = bx0(1l)*ones(size (nnv));
by (nnv,1) = by0(1l) *ones (size(nnv));

nnv = (szv(l)+l:szv(2))'; nnh = 2:52B(2,2)+1;
bx (nnv,nnh) = bx2; by (nnv,nnh) = by2;

bx (nnv,1) = bx0(2)*ones (size (nnv));

by (nnv,1l) = by0(2)*ones (size(nnv));

nnv = (szv(2)+1l:szv(3))'; nnh = 2:52B(3,2)+1;
bx (nnv,nnh) = bx3; by (nnv,nnh) = by3;

bx (nnv,1) = bx0(3)*ones(size (nnv));

by (nnv,1l) = by0(3)*ones (size (nnv));

nnv = (szv(3)+l:szv(4))'; nnh = 2:52B(4,2)+1;
bx (nnv,nnh) = bx4; by (nnv,nnh) = by4;
bx (nnv,1) = bx0(4)*ones (size (nnv));
by (nnv,1) = by0(4) *ones (size(nnv));

% Calculate indices ........ciiiiin..
ind2 = ind2+szv(1l);
ind3 = ind3+szv(2);

ind4 = ind4+szv(3);
ind(nl) = indl;
ind(n2) = ind2;
ind(n3) = ind3;

) = ind4;

ind(n4
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