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Resumen

La incertidumbre en pardmetros de entrada es omnipresente en problemas de toma de
decisiones del mundo real, y su manejo enfrenta desafios especificos debido a la naturaleza
del problema y la disponibilidad de datos. En la presente tesis, se explorardn dos enfoques
para abordar la incertidumbre en problemas de optimizacién. El primero, el aprendizaje
centrado en decisiones o Decision-Focused Learning, sigue la premisa ”predecir, luego
optimizar”. El segundo se basa en modelos de aversion al riesgo, una herramienta ma-
tematica que evalua la incertidumbre asociada a eventos o decisiones, expresandola en

términos de la probabilidad de resultados no deseados.

El objetivo de esta investigacion es determinar qué modelos, construidos bajo estos dos
enfoques, gestionan mejor la incertidumbre asociada con la falta de conocimiento sobre
los coeficientes del vector de costos en funciones objetivo, enfocindose en los problemas
del camino mas corto y la mochila. Para lograrlo, se establecié un caso base para cada
problema, y se variaron sus pardmetros para observar coémo estos cambios influian en los
resultados. Esto permitird identificar qué modelo es més adecuado y en qué situaciones
seria adecuado su uso, facilitando la toma de decisiones en contextos reales con incerti-

dumbre.

Los resultados demostraron que un modelo basado en el paradigma de aprendizaje cen-
trado en decisiones (DFL) fue mds efectivo para enfrentar la incertidumbre en el problema
del camino mds corto, mostrando un desempefio superior en diversas configuraciones con
un menor nivel de arrepentimiento. En contraste, los modelos aversos al riesgo presentaron
resultados superiores en el problema de la mochila, gestionando mejor la incertidumbre
en condiciones variadas y manteniendo un rendimiento consistente. No obstante, estos
modelos fueron altamente sensibles a los pardmetros de la funcién objetivo, lo cual afect6

significativamente los tiempos de ejecucion.
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Capitulo 1

Introduccion

El presente trabajo de tesis se enfoca en la comparacién de dos metodologias dedicadas
a la optimizacién bajo incertidumbre. Los pardmetros desconocidos se presentan de forma
lineal en la funcién objetivo, es decir, el vector de costes de cualquier problema de optimi-
zacion lineal, convexa o entera. Sin embargo, se cuentan con datos que pueden ayudar a

predecir dicho objetivo desconocido. Tres ejemplos cldsicos donde surge esta situacion son:

¢ El problema de tamafio de lote econémico, el cual es un problema de inventario
determinista en el que se busca satisfacer una secuencia de demandas para minimizar
los costos de orden y mantenimiento. Sin embargo, las demandas deben predecirse a
partir de datos tales como la estacionalidad, el historial de buisqueda, las ventas de

productos similares, etc. (Levi et al., 2004; Wagner & Whitin, 1958)

e El problema del camino mas corto, donde se quiere ir de un origen a un destino, en
el menor tiempo posible. Sin embargo, esto requiere predecir el tiempo de viaje de
cada arista mediante los limites de velocidad, patrones de trafico, la hora del dia, etc.

(Ahuja et al., 1995)

e El problema de optimizacién de cartera, es un problema donde se quiere minimizar
alguna combinacién ponderada de rendimientos de los activos, sin embargo, se

necesita predecir el éxito de cada inversion, lo que se podria hacer a partir de datos
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en redes sociales, noticias, indicadores econémicos, etc.

Por tanto, todos estos problemas de toma de decisiones puede definirse matematica-
mente como min,cy cTv donde ¢ € RY es el vector de costes del problema de optimizacion
y v € R? es el vector de variables de decisién del conjunto de restricciones que, se espera,
minimice el costo, por lo cual se escribe en términos de cTv, donde c es incierto y v la

solucién factible.

Un enfoque tipico ha sido “Predict-then-Optimize”que separa las predicciones y la
optimizacién en dos etapas, donde primero se entrenan modelos de aprendizaje automati-
co para predecir pardmetros relevantes y luego se utilizan algoritmos de optimizacién
especializados para resolver el problema de decisién para estos pardmetros predichos. Sin
embargo, el entrenamiento del modelo se centra en la precisién de las predicciones de los
pardmetros que preceden al modelo de decisién, lo que pudiera no conducir a las mejores

decisiones (Mandi et al., 2023).

Oftra manera comun de enfrentar la incertidumbre es mediante la programacién es-
tocastica y un enfoque es mediante modelos aversos al riesgo. Una medida de riesgo es
una herramienta matematica que se utiliza para evaluar la incertidumbre asociada a un
evento o decision, y generalmente se expresa en términos de la probabilidad de que ocurra
un resultado no deseado. Se define como la esperanza de pérdida en exceso de un nivel de
umbral, donde la pérdida es medida por una funcién de utilidad. Existen muchas medi-
das de riesgo, ejemplo de ellas son Value-at-Risk (VaR), Conditional Value-at-Risk (CVaR),
Entropic Value-at-Risk (EVaR), Upper Semi-Deviation (USD), etc.
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Enfoque de Optimizacidon con Aversién al Riesgo

Crear una Resolver un
distribucién de igslRieic Devolver una
" ———> optimizacién averso —> oA
probabilidad : solucion
P al riesgo
(empirica)

(a menudo NP-dificil)

Enfoque Predict-then-Optimize

Entrenar un ML que Resolver un
Devolver una
capte la —> problema de —> -
. - Lo solucidn
incertidumbre optimizacion

Figura 1.1: Proceso secuencial de enfoques utilizados

Una pregunta muy comun es: ;Cuadles son las diferencias e implicancias de un enfoque

predecir y luego optimizar, y uno bajo optimizacion estocastica?

Los modelos basados en un enfoque de optimizacién estocéstica son inherentemente
complejos. Resolver un problema de optimizacién adverso al riesgo es mas complejo
que abordar un problema de manera determinista, ya que implica lidiar con multiples
restricciones y variables de decisién enteras. Otra desventaja es que estos modelos no
tienen en cuenta el contexto, ya que la funcién de distribucién se construye tinicamente a
partir de los vectores de costos, lo que pudiera generar un sesgo en la toma de decisiones.

(Gowharji & Whitefoot, 2021)

Por otro lado, existen los modelos basados en un enfoque de “Predict-then-Optimize”
que comienzan con la prediccién antes de la optimizacion. En estos modelos, el énfasis
principal recae en el entrenamiento de un modelo que captura la incertidumbre al tomar

en cuenta el contexto y predecir los pardmetros desconocidos. Esto implica una inversién
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significativa de tiempo y esfuerzo. Posteriormente, estas predicciones se insertan en un
modelo de optimizacién, lo que resulta en implementaciones rapidas y, finalmente, en la

obtencion de una solucion.

En ambos enfoques, se destaca en rojo (Ver Figura 1.1) la etapa donde se concentra el
mayor esfuerzo necesario para obtener una solucién. En la optimizacién adversa al riesgo,
se enfrenta el desafio de resolver un problema complejo con todos los datos disponibles
y sin considerar el contexto. En contraste, en el enfoque “predecir y luego optimiza”, se
invierte mucho esfuerzo en el entrenamiento para realizar estimaciones precisas para

minimizar un error de prediccién.

Para abordar estas limitaciones y equiparar ambos enfoques en términos de considera-
cién del contexto, se propone contextualizar las medidas de riesgo mediante el uso de la
técnica KMeans. A partir del vector correlacionado de caracteristicas x, se pueden formar
grupos o clusters, cada uno con su propia funcién de distribucién. Cuando se recibe una
nueva observacion, esta se clasifica en uno de los clusters, y posteriormente se resuelve el
problema de optimizacion, pero utilizando solo los datos del cluster al que pertenece. Esta

estrategia permite contextualizar el modelo de aversion al riesgo.

Recientemente, el enfoque de predecir y luego optimizar de extremo a extremo se ha
convertido en una alternativa atractiva. Este tiltimo también conocido como aprendizaje
centrado en decisiones (DFL). Este es un paradigma emergente en el aprendizaje automati-
co que entrena directamente modelos para optimizar decisiones, integrando la predicciéon
y la optimizacién en sistemas de un extremo a otro. A diferencia del enfoque habitual
de “dos pasos”, DFL busca mejorar la calidad de las decisiones entrenando modelos de

aprendizaje automatico especializados en realizar predicciones para optimizar decisiones.

Con base en lo anterior, es que se buscara descubrir que enfoque modelo enfrenta mejor
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la incertidumbre dada la naturaleza del problema y la disponibilidad de datos.

De forma paralela, se buscardn respuestas a preguntas subyacentes, tales como:

» ;Cudl es el efecto de aumentar o disminuir el conjunto de datos, la dimensién del vec-
tor de caracteristicas y/o el tamafio de la red o capacidad (este tltimo dependiendo

del problema que se esté tratando)?
» ;Cuadl es el impacto de aumentar o disminuir el ruido en la generacién de los datos?
» ;Cuadl es el resultado de contextualizar las medidas de riesgo?

» ;Cudnto se gana al considerar toda la informacién contextual disponible?
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1.1. Problema de investigacion

En esta tesis se estudiardn dos metodologias para tratar con la incertidumbre en pardme-
tros de entrada en problemas optimizacién. El primer enfoque se basa en el paradigma
del aprendizaje centrado en decisiones, donde el modelo de aprendizaje automaético se
entrena para optimizar los criterios de evaluacién que miden la calidad de las decisiones
obtenidas. El segundo enfoque se basa en un modelo de aversién al riesgo, que es una
herramienta matematica utilizada para evaluar la incertidumbre asociada a un evento
o decision, y se expresa en términos de la probabilidad de que ocurra un resultado no
deseado. Por tanto, la pregunta de investigacién es ;Qué enfoque serda mas efectivo para

abordar la incertidumbre en problemas complejos de optimizacién?
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1.2. Revision bibliografica

1.2.1. Aprendizaje centrado en la decisién

Los problemas de optimizacién que forman parte del aprendizaje centrado en decisio-
nes tienen pardmetros de optimizacién parcialmente definidos. Uno de los avances clave
en esta area es la capa de optimizacion diferenciable (Amos & Kolter, 2017), que calcula
los gradientes de un programa cuadratico de forma analitica al diferenciar los requisitos
de optimizacién de KKT. Sin embargo, este calculo de gradientes no es aplicable a los
problemas de programacién lineal (PL) debido a las singularidades de la funcién objetivo.
Para superar esto, Wilder et al. (2019) afiadieron un regularizador cuadrético a la funcién
objetivo, mientras que Mandi y Guns (2020) introdujeron un término de regularizacién
de barrera logaritmica y calcularon los gradientes a partir de la incrustacion autodual
homogénea del PL. Siguiendo la arquitectura de Wilder et al. (2019), Ferber et al. (2020)
estudiaron los PL enteros mixtos y los redujeron a PL agregando un plano de corte al nodo
raiz del PL. Todas estas técnicas son exclusivas de la estructura empleada del problema de

optimizacion restringida.

Se pueden emplear otros métodos independientemente del problema de optimizacién
restringida y el solucionador que se aplique. En esta linea, Elmachtoub y Grigas (2022) pro-
pusieron un enfoque inteligente de prediccion y optimizacion que estudia los problemas
de optimizacién con objetivos lineales y cudndo es necesario predecir el vector de costos.
Ademas, propusieron un subgradiente accesible e introdujeron un limite superior susti-
tuto convexo de la pérdida. De manera similar, Poganci¢ et al. (2020) también analizaron
problemas con objetivos lineales y ajustaron el vector de costo anticipado para calcular
el gradiente. Este trabajo fue ampliado por Niepert et al. (2021) mediante la agregacion
de perturbaciones de ruido para la diferenciacién implicita basada en perturbaciones. Al
respecto, resulta particularmente recomendable el texto de Kotary et al. (2021) para un

resumen del aprendizaje centrado en decisiones.
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En otra linea de investigacién mostrada por van Staden et al. (2022), los autores imple-
mentan un enfoque hibrido novedoso para evaluar y probar informacién sintetizada y

del mundo real a través de una combinacién de inteligencia artificial estadistica y simbélica.

Sin embargo, todos esos métodos requieren resolver el problema de optimizacién para
cada instancia durante el entrenamiento, lo que puede ser costoso computacionalmente.
Para abordar este problema, se estudiara la conveniencia de resolver bajo un enfoque de

aprendizaje centrado en la decisién o bajo un modelo averso al riesgo.

1.2.2. Optimizacion aversa el riesgo

Ser neutral al riesgo, o minimizar el valor esperado, es un objetivo tipico cuando se
trata con incertidumbre en un problema de optimizacién. Sin embargo, las realizaciones
extremas son mas pertinentes en algunas circunstancias. Por ejemplo, cuando se elige la
ruta para un servicio de emergencia, es preferible elegir una ruta que siempre llegue en
un tiempo razonable que una que tenga un tiempo de viaje proyectado bajo, pero que

ocasionalmente pueda tardar una cantidad de tiempo inaceptable.

La primera definicién matematica del riesgo se realiz6 en los primeros trabajos de
Von Neumann y Morgenstern (1947), donde se demostré que, bajo los supuestos de ra-
cionalidad, el riesgo que percibe un agente racional estéd directamente relacionado con la
concavidad de una funcién de desutilidad convexa u(.) del resultado aleatorio X y puede
modelizarse como el valor esperado E,[u(X)]. Este método de definir el riesgo también se
conoce como equivalente de certeza bajo una funcién de utilidad (Yaari, 1969, 1987). For-
malmente, una medida de riesgo es un mapeo de valor real de una coleccién de variables
aleatorias utilizada para expresar el nivel de riesgo que conlleva una variable aleatoria.
El valor condicional en riesgo (CVaR) (Acerbi & Tasche, 2002; Rockafellar, Uryasev et al.,
2000) y las medidas de riesgo entrépico (EVaR) (Cominetti, 2015; Follmer & Schied, 2002)
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son métricas de riesgo significativas en la literatura. El modelo de riesgo medio se cre6 a
raiz de los primeros trabajos de Markowitz (1952), que utilizaba la varianza para reflejar
la dispersion de los datos y ofrecia una técnica de solucioén para los problemas aversos
al riesgo. Minimizar un objetivo CVaR es un problema de optimizacién convexo, como
demostraron Rockafellar, Uryasev et al. (2000). Sin embargo, en el caso de varias variables
aleatorias correlacionadas, esto requiere la minimizacién de una expectativa, que puede

ser dificil de calcular.

Con distribuciones no correlacionadas y normales en las duraciones de los viajes de
borde, Nikolova et al. (2006) y Lim et al. (2013) utilizaron este dltimo modelo para abordar
problemas de camino mads corto de reduccién de CVaR y VaR utilizando un método de
aproximacion personalizado de tiempo completamente polinomial. Ambos trabajos se
basan en gran medida en la ausencia de correlaciones y en el hecho de que el CVaR y el
VaR se reducen a formas cuadréaticas cuando la distribucién subyacente del tiempo de
viaje es normal multivariante. Los autores Averbakh y Lebedev (2004) también tienen
en cuenta los tiempos de viaje inciertos, pero presentan metodologias para resolver una
version robusta del problema del camino mads corto que solo tiene en cuenta el soporte
de los tiempos de viaje aleatorios. Kwon (2011) proporciona una solucién potente para
resolver el problema del camino més corto con el objetivo CVaR en redes a gran escala. Sin
embargo, en lugar de centrarse en los tiempos de viaje, este enfoque busca minimizar el
CVaR de la probabilidad de que ocurra un accidente catastréfico, lo que crea problemas con
estructuras claras. En Zhang y Homem-de-Mello (2017), los autores se centran en resolver
problemas de caminos mds cortos neutrales al riesgo con restricciones de dominancia
estocdstica en los que los tiempos de viaje no estdn correlacionados. Para ello, combinan

técnicas heuristicas y enfoques de ramificacién y corte.

Song y Shen (2016) se concentraron en un problema de interdiccién del camino maés

corto algo distinto. En este problema, para que los caminos mds cortos tengan una alta
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probabilidad de superar al menos un valor umbral especificado, es necesario bloquear
algunas aristas de la red en este problema. Hasta donde se sabe, toda la bibliografia sobre
el célculo de los caminos mds cortos con aversion al riesgo parte del supuesto de que los
tiempos (o costes) de viaje no estdn correlacionados y son desconocidos. La correlacién
en los tiempos de viaje desconocidos esta presente en las redes de transporte, como de-
muestran Yang et al. (2013). Ademads, descartar cualquier vinculo potencial en los tiempos

de viaje aleatorios podria, en general, no producir los mejores resultados (Agrawal et al.,

2010, 2012).

Finalmente, se reviso el trabajo de Chicoisne et al. (2018) donde desarrollaron, conside-
rando la medida de EVaR y CVaR en presencia de correlaciones entre variables aleatorias,
algoritmos para resolver el problema del camino maés corto aversos al riesgo mediante

aproximacién media muestral, técnicas de linealizacién y métodos de descomposicion.
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1.3. Hipdtesis y/o supuestos

Se espera que una formulacién bajo un enfoque de aprendizaje centrado en decisiones
sea mds efectiva para abordar la incertidumbre en problemas de optimizacién en compara-
cién con una formulacién que incluye una medida de riesgo.

Esta hipotesis se basa en el hecho de que el enfoque de DFL considera que los vectores
predichos van a ser utilizados en el problema de optimizacién posterior y también consi-
dera el vector de caracteristicas para predecir los vectores de costos. Esto tltimo permite
identificar patrones y relaciones entre las caracteristicas y los costos, lo que puede ser ttil
para mejorar la eficiencia y la precision de las predicciones. Por otro lado, la formulacién
que incluye una medida de riesgo no tiene en cuenta el contexto de los atributos y, por
lo tanto, podria tener una menor capacidad para abordar la incertidumbre de manera

efectiva en problemas de optimizacién.

1.4. Objetivos de investigacion

El objetivo general de este proyecto de tesis es comparar dos enfoques para la toma de
decisiones bajo incertidumbre: Optimizacién Aversa al Riesgo y Aprendizaje centrado en
decisiones, con el propésito de minimizar el impacto de la incertidumbre en un problema

de decision.

Los objetivos especificos de esta investigacién son los siguientes:

1. Formular modelos utilizando ambos enfoques para diferentes problemas de decisién.

2. Adaptar los modelos de optimizacién con medidas de riesgo para considerar el

contexto y lograr una evaluacién més justa.

3. Evaluar y comparar el impacto de la calidad de las soluciones generadas por ambas

metodologias.
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Marco Teorico

En esta seccién se describiran detalladamente los problemas de optimizacion a tratar,

asi como las técnicas y medidas de evaluaciéon que se emplearan en la investigacion.

2.1. Problemas de optimizacién

Un problema de programacion lineal, sin pérdida de generalidad, se puede escribir de

la siguiente forma:

min c¢To
v
sa. Av<b (2.1)
v>0,

donde las variables de decisién son v € lR‘i, los coeficientes de coste son ¢ € RY, los
coeficientes de las restricciones son A € Rk*4, y el lado derecho de las restricciones es
b € RF. En un programa entero (mixto) algunas de las variables v; estan restringidas a

tomar valores enteros:

12
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min cTo
v
sa. Av<b (2.2)

v>0 wv;eZ VieD, D' C{1,2,..,4d}.

Sea V la region factible en la programacion lineal y entera, z*(c) el valor objetivo 6ptimo
con respecto al vector de coste ¢, y v*(c¢) € V*(c¢) una solucioén éptima particular que se
deriva de algun solucionador. Se define el conjunto de soluciones 6ptimas V*(c) debido a

que puede haber multiples 6ptimos.

En el presente trabajo se utiliza como problema de optimizacién el camino mds corto y

el problema de la mochila, que se describen a continuacion.

2.1.1. Camino mas corto

El problema del camino mads corto o Shortest Path (SPP, por sus siglas en inglés) es un
problema de optimizacién en teorfa de grafos. Un grafo esta formado por nodos (vértices)
y aristas (conexiones entre nodos) (Madkour et al., 2017). Un grafo dirigido G es un par
(N, A),donde N es un conjunto de vértices, y A es un conjunto de aristas - pares ordenados
de estos vértices A C {(s,t)|s,t € N}. Un grafo dirigido ponderado por aristas es un grafo
dirigido G(N, A) emparejado con una funcién de peso w. Las funciones de peso asignan
un peso (valor numérico) a cada arista (s, t) € A. Un camino s — ¢ en un grafo G es una
secuencia finita alternada de vértices y aristas de G que comienza con el vértice s, termina
con el vértice t y donde cada arista de la secuencia conecta el vértice que le precede en la

secuencia con el vértice que le sigue en la secuencia !.

1Un grafo dirigido o digrafo se refiere a un tipo de grafo donde las aristas tienen una direccién asociada,
es decir, cada arista va de un vértice a otro en una direccién especifica. En un grafo no dirigido, todas las
aristas son implicitamente bidireccionales.
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Figura 2.1: Grafo dirigido vs. Grafo no dirigido

Un camino s — t en un digrafo G es un camino s — t con todas las aristas dirigidas en
la direccién de la secuencia. Si G es un grafo de aristas ponderadas, el coste del camino
¢ puede definirse como ¢(s — t) = Y w(a);a € A Na € caminos — t. El camino s — ¢t, p, se
denomina el camino més corto s — t siy sélosic(p) < c(c —t).

Matematicamente, el problema del camino maés corto puede plantearse de la siguiente

manera:

min Z C,']"()i]' (23)
(ij)eA
.
1 sii=s
s.a. Z Vij — Z 0ji =140 sii#s,t ieN (2.4)
i:(ij)eA j:(i,j)eA
-1 sii=t
\
Vjj >0, V(Z,]) e A (2.5)

El “costo” o “distancia ” de una arista puede representar diferentes cosas dependiendo
del contexto: podria ser la distancia fisica entre dos ubicaciones, el tiempo necesario para

viajar entre dos ciudades, el costo monetario de una transaccién, la cantidad de recursos
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necesarios para completar una tarea, entre otros.

El objetivo principal del problema del camino més corto es determinar la ruta con
el costo total més bajo posible desde un nodo de origen dado hasta un nodo de destino
especifico. Existen varios algoritmos para resolver este problema, siendo los méas conocidos
el algoritmo de Dijkstra y el algoritmo de Bellman-Ford, siendo este dltimo el cual se utili-
zara. Este problema tiene aplicaciones en el disefio de rutas de navegacion, planificaciéon
logistica, optimizacién de redes y comunicaciones, entre otros campos (Gao et al., 2014;
Yu, 1998). Este problema puede resolverse mas eficientemente para grafos sin aristas de

ponderacién negativa que para grafos con aristas de ponderacién negativa.

Grafos sin aristas con ponderaciéon negativa El algoritmo Bellman-Ford, publicado por
varias personas, incluidos Richard Bellman (Bellman, 1958) y Lester Ford, entre 1955 y
1959, fue la primera solucion a este problema. El algoritmo de Bellman-Ford funciona en
O(|N| - |A]) y se puede usar en grafos con aristas con pesos negativos. El algoritmo de
Djikstra (Dijkstra, 1959) es una solucién alternativa que todavia se utiliza. El algoritmo
de Djikstra tenfa una complejidad temporal inicial de O(|N|?), pero ahora, con algunas

mejoras, se ejecuta en O(|A| 4 |N|log |N|) mediante métodos avanzados.

Grafos con aristas de ponderacion negativa Puede haber un ciclo negativo en grafos
con aristas de ponderacién negativa. En un grafo, si hay un ciclo negativo y el ciclo es
alcanzable desde el origen s, el costo del camino mds corto s — t para cada vértice t,t € N
alcanzable desde el ciclo es —co. El algoritmo de Bellman-Ford fue la primera solucién a
este problema. Dado que las predicciones de los costos en los arcos pudiesen llegar a tener

valor negativo, este algoritmo es el que se considera en este trabajo O(|N| - |A]).

2.1.1.1. Algoritmo de Bellman-Ford

La programacién dinamica es la base del algoritmo de Bellman-Ford. Este algoritmo se

encarga de determinar el camino maés corto a cada vértice en el grafo, comenzando por
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considerar solo una arista, luego dos aristas, y asi sucesivamente. Cada etapa del algoritmo
utiliza los resultados de las a — 1 aristas previas para calcular el resultado para 4 aristas.

Estos pasos se conocen como iteraciones y son fundamentales en el proceso.

En el caso de que el grafo no contenga ciclos negativos, el camino mas corto usando
como méximo |N| aristas es equivalente al camino mas corto sin ninguna restriccion.
Por lo tanto, para obtener el resultado deseado, es necesario relajar el grafo |[N| — 1 veces,
asegurando asi que se encuentre el camino mas corto desde el vértice fuente hasta cualquier

otro vértice en el grafo.

2.1.2. Mochila0-1

El problema de la mochila 0-1 o Knapsack 0-1 (KP01, por sus siglas en inglés) ha sido
objeto de extensos estudios desde los afios 60s (Horowitz & Sahni, 1974; Ingargiola &
Korsh, 1973; Kolesar, 1967; Nemhauser & Ullmann, 1969). Se trata de un problema especial
de programacion entera con una restricciéon. En este contexto, se nos proporcionan dos
conjuntos de I enteros positivos: U = {uy,uy, ..., u;} y W = {wy, wy, ..., w; }, junto con M

también positivo.

Los valores w; representan los tamafios, pesos o volimenes de los objetos numerados
como 1,2, ..., i, mientras que M se refiere al tamafio o capacidad de la mochila en cuestién.
Los elementos u; en el conjunto U representan los beneficios asociados a cada objeto, lo
que significa que al incluir el objeto i en la mochila, se obtiene un beneficio de u;. Cabe
destacar que cada objeto i ocupa un espacio de tamafio w; cuando se coloca en la mochila.

Matematicamente, el problema de la mochila 0-1 puede plantearse de la siguiente manera:
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I
max Z U;v; (2.6)
i=1
I
S.a. w;v; < M (2.7)
i=1
v;€0,1 (2.8)

El Problema de la mochila es un ejemplo comiin y ampliamente estudiado de un
problema de optimizacién combinatoria NP-dificiles (Cao et al., 2018; Merkle & Hellman,
1978), en el que encontramos la solucién 6ptima del problema dado de forma que satisfaga
la restriccién dada. Los KP01 estdn presentes en una amplia gama de procesos de toma
de decisiones en el mundo real (Feng et al., 2017). Algunos ejemplos de aplicaciones de
los KP01 en el mundo real incluyen el problema de asignacién de presupuesto de capital
(Bas, 2011), el problema de mantenimiento de propiedades inmobiliarias (Taillandier et al.,
2017), el problema de carga de mercancias (Pisinger, 2002), el problema de asignacién de
recursos (Reniers & Sorensen, 2013), el problema de seleccién de proyectos (Chang & Lee,
2012), las subastas combinatorias (Pfeiffer & Rothlauf, 2007), el problema de disponibilidad
de promesas (LAU & LIM, 2004), el problema de corte de existencias (Muter & Sezer, 2018)
y la toma de decisiones de inversién (Peeta et al., 2010).

Por tanto, el problema KP01 se enfoca en un conjunto de elementos que tienen asignados
un peso y un valor. El objetivo principal es determinar la cantidad de cada articulo para
incluirlo en una coleccién, de tal manera que el peso total de la colecciéon no exceda un
limite maximo preestablecido, y al mismo tiempo, se maximice el valor total obtenido de

los articulos seleccionados (Feng et al., 2018; Li et al., 2012; H. Wu et al., 2018).

2.2. Medida de aversion al riesgo

Dentro de las metodologias que se utilizaran en la presente investigacion se tomaran

decisiones en base a la aversion al riesgo y para cuantificar dicha aversion
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Una medida de riesgo es una funcién p que asigna un valor real a una variable aleatoria
X para cuantificar su grado de riesgo. Para definir el concepto de medida de riesgo, se
debe se considerar un espacio de probabilidad (€2, A, P) tal que () es un conjunto de todos
los eventos simples, A es un c-dlgebra de subconjuntos de (), y P es una medida de
probabilidad en A. Ademas, sea Ly el conjunto de todas las funciones medibles de Borel
(variables aleatorias) X : (3 — R, y sea X C L el espacio modelo, que es un subespacio
que incluye todos los reales (funciones constantes). Por tanto, una medida de riesgo se
define como p : X — R, donde R = RU {—o0, +00} es la linea real extendida.

Una medida de riesgo se llama coherente si satisface las cuatro propiedades: invarianza
traslacional, subaditividad, monotonicidad y homogeneidad positiva (Ahmadi-Javid, 2011;

Artzner et al., 1999).

Considerando el problema que se busca resolver (Ver Ecuacién 2.1) donde ¢ representa
un vector de costo, es incierto, pero sigue una distrubucion discreta y v la variable de
decision. Luego, ¢ es una variable aleatoria, y por ende, cTv también lo es. Con lo anterior,

se busca resolver un problema del tipo

min p(cTo) 29)
veV

donde p es una medida de riesgo cualquiera. Ejemplo de ellas son: Valor del Riesgo (VaR),
Valor en riesgo condicional (CVaR), Valor en riesgo entrépico (EVaR), Pérdida media mas

varianza (Mean Var), Semidesviacién superior (USD), etc.
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2.3. Meétodos de aprendizaje

2.3.1. Regresion Lineal

La regresion lineal es una técnica de anélisis de datos que se utiliza para hacer pre-
dicciones y se utiliza como uno de los métodos mas simples en aprendizaje automatico.
En el caso de la regresion lineal simple, se crea un modelo con dos variables, una varia-
ble de respuesta c, el cual para este caso representard el costo predicho, y una variable
explicativa (x1), con el propdsito de predecir la variable de respuesta. Por otro lado, en la
regresion lineal multiple, se amplia el modelo para incluir més de una variable explicativa
(x1,x2, ..., X5), lo que da lugar a un modelo con multiples variables (Tranmer & Elliot, 2008).

El modelo de analisis de regresién multivariable se formula del siguiente modo

c= Bo+ P1x1+ Paxo+ ... + PBuxn + €

donde,

c = variable dependiente
x; = variable independiente
Bi = parametro

€ = error

Los supuestos del andlisis de regresién multivariable son distribucién normal, lineali-
dad, ausencia de valores extremos y no tener vinculos multiples entre variables indepen-

dientes (Dagnino et al., 2014).

2.3.2. K-medias

El algoritmo K-medias o K-means es una técnica de aprendizaje no supervisado uti-

lizada para agrupar datos en diferentes conjuntos o clasteres. Su objetivo es dividir un
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conjunto de datos en Q clasteres, donde Q es un valor predefinido. Cada clister representa
un grupo de datos con caracteristicas similares, y el objetivo es minimizar la distancia entre
los datos dentro de cada claster y maximizar la distancia entre los cltsteres (Cambronero
& Moreno, 2006). Las etapas del algoritmo K-Means son las que se muestran en la Figura

2.2

S

Figura 2.2: Proceso de extraccion de datos

El algoritmo de K-medias funciona de la siguiente manera:

20



Capitulo 2. Marco Tedrico 2.3. Métodos de aprendizaje

1. Determina el valor Q como el ntimero de grupos a generar;
2. Determina de forma aleatoria el centro del claster o centroide.

3. Agrupa cada dato en el claster mas cercano. Se calcula la distancia de cada dato al

centro del conglomerado mediante la ecuacién de la distancia euclidiana.
< 2
distancia(q,7r)= |qg—r| =/ Y (xi — yi) (2.10)
i=1

Notacion:

d = Distancia entreg e r

g = Centro de datos del cluster

r = Datos en el atributo

i = Cada dato

n = Cantidad de datos

g; = Datos en el centro del cluster i

r; = Datos en cada dato i

4. Recalcular cada centroide calculando la media de todos los datos del centroide con

los miembros actuales del claster.

5. Volver a agrupar (volver al paso 3). Se repiten en iteraciones sucesivas hasta que
se cumpla un criterio de convergencia. El criterio mds comuin es que no haya cam-
bios significativos en la asignaciéon de datos a los cltsteres o en la posicion de los

centroides entre iteraciones consecutivas.

6. Cuando el algoritmo ha convergido, se obtiene una particién del conjunto de datos

en Q clasteres, y cada dato se asocia a un claster especifico.
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Es importante mencionar que el resultado final del algoritmo puede depender de la
inicializacién de los centroides, ya que diferentes configuraciones iniciales pueden llevar
a soluciones diferentes. Para mejorar la calidad de los resultados, a menudo se realizan
multiples ejecuciones del algoritmo con diferentes configuraciones iniciales y se selecciona
la mejor particién basada en algtn criterio, como la suma de cuadrados intra-cluster (intra-

cluster sum of squares), el indice de silueta, el indice Davies-Bouldin, u otros.

2.3.3. Analisis de componentes principales

El Anélisis de Componentes Principales o Principal component analysis (PCA, por sus
siglas en inglés) es una técnica estadistica que utiliza un principio matematico sofisticado
para transformar un conjunto de variables posiblemente correlacionadas en un conjunto
reducido de variables no correlacionadas llamadas componentes principales. Esta técnica
es ampliamente utilizada en el analisis de conjuntos de datos de gran tamafio, ya que
permite una representacién mas simple y comprensible de los datos originales.

En términos generales, el PCA utiliza una transformacién de los vectores para reducir
la dimensionalidad de los conjuntos de datos. Mediante una proyeccién matematica,
el conjunto de datos original, que puede incluir muchas variables, a menudo puede
interpretarse en s6lo unas pocas variables (los componentes principales). Un examen de
los datos de dimensién reducida permitird detectar tendencias, pautas y valores atipicos en
los datos con mayor facilidad que si no se hubiera realizado el anélisis de los componentes

principales (Richardson, 2009).

2.4. Aprendizaje centrado en decisiones

El paradigma del Aprendizaje Centrado en Decisiones o Decision-Focused Learning
(DFL, por sus siglas en inglés) entrena modelos de aprendizaje automético (ML) para

mejorar las decisiones al estimar pardmetros desconocidos y obtener soluciones de alta
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calidad. DFL combina los componentes de prediccién y optimizacién en un sistema,
optimizando una funcién de pérdida basada en las decisiones resultantes, ya que la
funcién de pérdida del modelo ML depende de la solucién del problema de optimizacién
con restricciones (CO) (Mandi et al., 2023).

En DFL, la funcién de pérdida depende de la solucién de un modelo de optimizacién,
por lo que el solucionador de optimizacién forma parte del modelo ML. Por tanto, el
modelo ML se entrena para optimizar los criterios de evaluacién que miden la calidad de
las decisiones resultantes. Como las decisiones se toman después de la etapa de optimiza-
cién, esto implica la combinacién de los componentes de prediccién y optimizacién, en un
modelo compuesto que genere decisiones completas. Desde esta perspectiva, la generacion
de los pardmetros de prediccion ¢ es un paso intermedio dentro del enfoque integrado,
y el objetivo principal del entrenamiento no es la precision de ¢, sino el error cometido
después de la optimizacién (Mandi et al., 2022; Mulamba et al., 2020).

Una medida del error con respecto a las decisiones prescriptivas del modelo integrado,
cuando se usa como funcién de pérdida para el entrenamiento. La diferencia esencial con
la mencionada pérdida de prediccion es que mide el error en v*(¢), en vez de en ¢. El valor
objetivo obtenido utilizando la predicciéon v*(¢) suele ser subéptimo en comparacion con
los verdaderos pardmetros objetivos c. A menudo, el objetivo final es generar predicciones
¢ con una solucién 6ptima v*(¢) cuyo valor objetivo en la préctica (es decir, f(v*(¢),c) se
acerque al valor 6ptimo con informacién completa f (v*(c), c)).

En tales casos, una nocién importante de pérdida de tarea es el concepto de arre-
pentimiento, definido como la diferencia entre el valor objetivo 6ptimo con informacién
completa y el valor objetivo logrado por la decisién prescriptiva. En otras palabras, es 1a me-
dida de cudnto se desvia la decisién v*(¢) de la solucién 6ptima v*(c) bajo los parametros

verdaderos c:

Regret(¢,¢) = fo(0"(¢),¢) ~ fe (v"(0), )

v* € argmin f.(v)

(2.11)
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En los problemas de minimizacién, el arrepentimiento siempre es un valor positivo. Sin
embargo, puede ser igual a cero cuando la optimizacién de los valores estimados conduce
a la verdadera solucién 6ptima o a una solucién equivalente. El objetivo de la prediccion
y la optimizacién es aprender los pardmetros del modelo § que determinen ¢ = m(p, x)
de manera que se minimice el arrepentimiento de las predicciones resultantes, es decir,
arg ming [E[Regret(m(B, x),c)]. Cuando se utiliza la retropropagacion como mecanismo
de aprendizaje, no es posible emplear directamente el arrepentimiento como funcién de
pérdida debido a que no es continua y requiere diferenciar sobre el argminin v*(c). Por lo
tanto, el desafio principal en la predicciéon y optimizacion radica en encontrar una funcién
de pérdida diferenciable y computacionalmente eficiente que considere la estructura de f
y v*(.) de manera mds general. El aprendizaje en un conjunto de S instancias de formacién

puede formularse en el marco empirico de minimizacién del riesgo como

argmin IE[Regret (m(p, x),c)] (2.12)
B
1Y : :
~ arg;nin 3 Y £ (05(&) —fu (0" (")) (2.13)
i=1

El objetivo principal del proceso de aprendizaje es optimizar las decisiones predichas
tomadas con base en una distribucion de variables caracteristicas x ~ X, considerando un
criterio de evaluacién aplicado a esas decisiones. Mientras que el modelo de aprendizaje
automatico mg se entrena para predecir ¢, su rendimiento se evalda en funcién de las
soluciones 6ptimas correspondientes v*(¢) (Elmachtoub & Grigas, 2022). En el presente
trabajo se emplea el término “Predecir, luego Optimizar” inteligentemente (SPO, por sus
siglas en inglés) para referirse al problema de hacer predicciones sobre ¢ con el objetivo de

mejorar la evaluacién de v*(¢).
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Sin embargo, lo anterior es dificil de resolver, tanto en teorfa como en préctica, por tanto,
en definitiva se ocup6 una funcién sustituta convexa llamada SPO+ que es basicamente
una derivacién de 4gpo (-, -) que permitird producir soluciones aproximadas y mds faciles

de resolver (Elmachtoub & Grigas, 2022).

lspo, (6,¢) := miéx {ch - 2@Tv}+2éTv*(c) —2*(c) (2.14)
veS

2.5. Criterios de evaluaciéon

Para llevar a cabo la evaluacién y comparacién del impacto de la calidad de las solu-
ciones generadas por ambas metodologias, se utilizaran dos medidas fundamentales: los

tiempos computacionales requeridos para encontrar una solucién y el regret.

» Tiempos computacionales: Se refiere al tiempo promedio en unidad de segundos

que cada modelo necesita para encontrar una solucién al problema tratado.

= Arrepentimiento o Regret: Se empleard la mocién de arrepentimiento (también cono-
cida como pérdida SPO (Elmachtoub & Grigas, 2022)) y se define como la diferencia
de valor objetivo entre una solucion éptima (que utiliza el vector de coste real, pero
desconocido) y una solucién obtenida utilizando el vector de coste previsto (Ver
Ecuacién 2.11). Por consiguiente, la calidad de las decisiones se evaltia midiendo el

error de decisién entre la prediccion y la solucion real.

Estos resultados serdn evaluados mediante una inspeccién visual y de andlisis de
estadisticas descriptivas. La evaluacién de las estadisticas descriptivas se realizara

de la siguiente manera.
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1. Mediana (linea en la caja): Su evaluacion se realizard con respecto al promedio

general de los modelos y sera evaluado cada 1/3 de valor de dicho promedio.

Muy buena: 4 puntos. Si la mediana se encuentra dentro de un rango de
2/3 inferior al valor del promedio general (Esto, considerando la definicién
de Regret).

Buena: 3 puntos. Si la mediana se encuentra dentro de un rango de 1/3
inferior al valor del promedio general.

Promedio: 2 puntos. Si la mediana es igual o tiene una desviacién méxima
de 0.1 al promedio.

Mala: 1 puntos. Si la mediana se encuentra dentro de un rango de 1/3
superior al valor del promedio general

Muy mala: 0 puntos. Si la mediana se encuentra dentro de un rango de 2/3
superior al valor del promedio general o estd considerablemente alejada del

promedio.

2. Caja (rango intercuartilico): La evaluacion se realizard con respecto al promedio

general de los modelos y se dividird en tercios de su valor. La evaluacién segtin

tercios se presenta de la siguiente manera:

IOR muy bajo: 4 puntos. Si el IQR se encuentra dentro de un rango de 2/3

inferior al valor del promedio general.

IOR bajo: 3 puntos. Si el IQR se encuentra dentro de un rango de 1/3

inferior al valor del promedio general.
IOR promedio: 2 puntos. Si el IQR es igual al promedio general.

IQR alto: 1 punto. Si el IQR se encuentra dentro de un rango de 1/3 superior

al valor del promedio general.

IQR muy alto: 0 puntos. Si el IQR se encuentra dentro de un rango de 2/3

superior al valor del promedio general.
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Un IQR maés pequefio indica una mayor concentracion de datos.

3. Bigotes (lineas que se extienden fuera de la caja): Se denominaran Bigotes a la

suma del bigote superior e inferior para evaluar la variabilidad:

Bigote superior = Valor méximo — Q3

Bigote inferior = Q; — Valor minimo

En este caso, un menor valor de la suma indicara que los bigotes estan menos

dispersos, lo que seria considerado mejor.

La puntuacion se asigna en orden decreciente de los resultados:

ler puesto: 5 puntos.
2do puesto: 4 puntos.
3er puesto: 3 puntos.
4to puesto: 2 puntos.
5to puesto: 1 punto.

6to puesto: 0 punto.

4. Valores atipicos (outliers): Para su evaluacion, se consideraré la lejania del

altimo dato atipico con respecto a cero. La puntuaciéon se asigna en orden

decreciente de los resultados, donde el primer puesto lo ocupard el modelo cuyo

altimo dato atipico esté mas cercano a cero, y el quinto puesto se asignaré al

modelo que esté mas alejado de cero.

ler puesto: 5 puntos.
2do puesto: 4 puntos.
3er puesto: 3 puntos.

4to puesto: 2 puntos.
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® 5to puesto: 1 punto.

® 6to puesto: 0 punto.
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Capitulo 3

Metodologia

En el presente capitulo, para poder dar respuesta a la pregunta de investigacion, la
metodologia serd la siguiente: PRIMERO, se generan datos sintéticos de acuerdo a cada pro-
blema que se estard considerando. Luego se resolvera dicho problema bajo dos ramas que
por simplicidad bautizaremos: “Predict-then-Optimize” y programacién estocdastica. Bajo

estas dos ramas resolveremos diversos problemas, los cuales se explican a continuacién:

29



Capitulo 3. Metodologia

REGRESION
1> LINEAL
DECISION
4>  FOCUSED ——> oﬁ?ﬁfzfcﬁ —— >  DECISION —
LEARNING
GENERACION
DE DATOS
OPTIMIZACION ’ .
——>  AVERSA AL DECISION ——1—> EVALUACION
RIESGO
OPTIMIZACION
LS  CLUSTERING ——> AVERSAAL | . prcsion  —
RIESGO +
CONTEXTO

Figura 3.1: Proceso Metodolégico

= PREDICT-THEN-OPTIMIZE

Regresién lineal

Este modelo se utiliza bajo el enfoque "Predict-then-Optimize”, donde se mi-
nimiza el error de predicciéon. Primero, se realizan estimaciones puntuales
utilizando un modelo de regresion lineal. Luego, estas predicciones se utilizan
como insumos para resolver algoritmos de optimizacion de rdpida ejecucion y

asi obtener la solucién 6ptima.

Decision-Focused Learning

En este modelo, se emplea el marco SPO+ (Smart “Predict then Optimize”), que
minimiza el error de decisién. A diferencia del enfoque predictivo tradicional,
este modelo integra el problema de optimizacién nominal desde el principio.
Aunque también se obtienen estimaciones puntuales, estas si consideran el
problema de optimizacién nominal que se busca resolver. Finalmente, para

obtener la solucién 6ptima, se resuelven algoritmos de optimizacién tipicos o
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modelos de programacion lineal.
» PROGRAMACION ESTOCASTICA

* Optimizacién con aversion al riesgo
Este enfoque considera el uso de medidas de riesgo. La forma de tratar este
problema es primero estimar las distribuciones de probabilidad a partir de los
datos de costos, luego se resuelve un modelo averso al riesgo del que se obtiene

un valor esperado y finalmente una solucién.

¢ Optimizacién con aversién al riesgo + contexto
Este problema considera tanto los costos como las caracteristicas. Se considera
que se tienen distribuciones distintas de costos y, por tanto, es posible agrupar
dentro del conjunto de caracteristicas, del cual se tendra una distribucién de
probabilidad distinta asociada a cada grupo. Y con lo anterior, resolver un

modelo averso al riesgo y obtener una solucién por grupo.

Finalmente, los modelos se evaltan considerando los criterios de evaluacién menciona-

dos anteriormente.

3.1. Generacion de datos

En el contexto de esta investigacion, se utilizan datos sintéticos generados artificialmen-
te para realizar experimentos y para poder evaluar el rendimiento del trabajo propuesto.
Los conjuntos de datos sintéticos incluyen caracteristicas x y coeficientes de coste c. El
vector de caracteristicas x' € RF sigue una distribucién gaussiana multivariante estdndar
N(0,1), y el coste correspondiente ¢’ € R¥ procede de una funcién polinémica f(x')
multiplicada por un ruido aleatorio €’ ~ U(1 —¢,1 + &).

En general, hay varios pardmetros que se pueden controlar:

» Escenarios (¢): Tamano de los datos.
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» Atributos (k): Dimension de las caracteristicas de los costes c.

» Deg (deg): Grado polinémico de la funcién f(x'). Este indica el grado de polinomio
de datos en el modelo; cuanto mayor sea el valor de Deg, més se desvia de un modelo

lineal y més errores habrd. Se experiment6 con grados de 1,2, 4, 6 y 8.
= Noise (€): Semiancho de ruido de €. Se muestreara U(0.5, 1.5).

Posteriormente, la herramienta a utilizar para dividir la data en conjuntos de entrena-
miento y testeo es la funcion train_test_split() de la biblioteca SCIKIT-LEARN. Scikit-learn es
una libreria de software gratuito de aprendizaje automatico para el lenguaje de programa-

cién Python (Hao & Ho, 2019).

La divisién de datos se realiza con el propésito de entrenar un modelo utilizando el
conjunto de entrenamiento (generalmente el 80 % de los datos) y luego evaluar su rendi-
miento en un conjunto independiente, llamado conjunto de testeo (normalmente el 20 %
restante) (Gholamy et al., 2018). Esta separacién ayudara a estimar el rendimiento del
modelo en datos no vistos previamente y evaluar si el modelo generaliza bien para nuevas

instancias (Gholamy et al., 2018).

Es una practica comtn en la mayoria de los algoritmos de aprendizaje automético para
evaluar y comparar modelos, y prevenir problemas de sobreajuste (overfitting) (Gholamy
et al., 2018). Al dividir los datos en conjuntos de entrenamiento y testeo, se evita que el
modelo memorice los datos de entrenamiento y pueda realizar predicciones mds precisas

en datos nuevos.

3.1.1. Problema del camino mas corto

Se adapt6 el problema de Elmachtoub y Grigas, 2022. Se trata de un problema de un
camino mas corto en una cuadricula de 3x3, 5x5 y 7x7, con el objetivo de ir desde la

esquina suroeste de la cuadricula hasta la esquina este, donde los bordes pueden ir hacia
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el noreste. Se utiliza una distribucién gaussiana multivariada para obtener vectores de
caracteristicas x'.

Obsérvese que la dimension del vector de costes d, corresponde al niimero total de aristas
de la red cuadriculada que se esté empleando y que k es el niimero determinado de
caracteristicas.

En primer lugar, se gener6 una matriz aleatoria B € R**¥ que sigue la distribucién de
Bernoulli con probabilidad 0.5, codifica los pardmetros del modelo verdadero. Luego se

generan los vectores de costos segtin la siguiente férmula:

I deg .

donde ¢/ es el componente j-ésimo del vector de costos ¢’ y (Bxi) _denota el j-ésimo
componente de Bx'. El modelo subyacente utiliza una red neuronal si]n capas ocultas, es
decir, un modelo de regresion.

Se considerardn conjuntos de datos de tamafio 200, 1000 y 5000, los cuales se dividirdn

en instancias de entrenamiento y testeo.

3.1.2. Problema de la mochila 0-1

Dado que los coeficientes inciertos supuestamente solo existen en la funcién objetivo,
los pesos de los elementos permanecen fijos en todos los datos. Estos pesos de la mochila
fueron recuperados de un archivo generado en la investigaciéon de Mulamba et al., 2020,
donde se generaron sintéticamente asignando aleatoriamente un peso de 3,5 0 7 a cada

uno de los 48 objetos considerados.

i =H 55deg (7( ) +3)d€g+1] -eif] (3.2)
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donde, al igual que antes, B es una matriz aleatoria.
Se considerardn conjuntos de datos de tamafio 200, 750 y 1500, los cuales se dividiran en
instancias de entrenamiento y testeo. Se estudiaran tres casos de este problema de mochila

con capacidades de 60, 120 y 180.

3.2. Regresiones lineales y su implementacion

Como era de esperar, se recurrird a los conceptos explicados en el Capitulo 2. Se utilizara
la Regresion Lineal en su forma multivariable para estimar los valores de los coeficientes

B', de modo que se minimice la suma de los errores al cuadrado (Ver Ecuaciéon 3.4).

min 2 E (3.3)

feH l'f

La Ecuacién 3.3 es un modelo de prediccién f* que se entrena (en el caso del presente
estudio, una regresién lineal multiple) usando el principio de minimizacién de riesgos
empiricos (ERM). Por tanto, el correspondiente problema empirico de minimizacién de

riesgos para encontrar el mejor el modelo lineal B* se convierte en

1

22

E
; | Bx' — H (3.4)

m

Sin embargo, dicha funcién minimizard la pérdida de entrenamiento empirico, utilizan-
do como funcién de pérdida la del error cuadratico medio en la prediccién.
Para el modelo anterior del paradigma “Predict, then Optimize”, lo que se hace es

entrenar un modelo de regresion lineal multivariable empleando una matriz de atributos
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asociada a su respectiva arista u objeto (dependiendo del problema que se esté tratando) y
a un vector de costos de todos los escenarios. Esto se logra mediante la implementacién del
método LINEARREGRESSION de la libreria de SCIKIT-LEARN en Python, en particular de la
funcién LinearRegression().fit(). De este modelo se obtiene un intercepto y tantos coeficientes

como atributos por instancia se tengan.

Por otro lado, se tiene el modelo bajo el enfoque Decision-Focused learning, que tam-
bién entra en el paradigma de prediccién y luego optimizacién, pero que también es
“inteligente”, pues mediante la construccién de funciones de pérdida contempla medir el
error de decisién al predecir vectores de costos, aprovechando asi la estructura del proble-
ma de optimizacién nominal. De aqui en adelante, se hara referencia a estas funciones de

pérdida como Smart “Predict, then Optimize” (SPO).

3.3. Formulacién lineal de la pérdida Smart “Predict, then
Optimize”

Para disefiar los problemas lineales bajo el enfoque SMART “PREDICT-THEN-OPTIMIZE”
(Elmachtoub & Grigas, 2022) es necesario mencionar los 4 ingredientes clave del marco:

1. Un problema de optimizacién nominal (P) de la forma:

mincTo
veV

donde V es la region y v*(c) es el ordculo de optimizacion.

2. Datos de entrenamiento de E muestras de la forma (x',¢') con x' es un vector de

caracteristicas que representa la informacién contextual asociada a ¢’
3. Una clase de hipoétesis H de modelos de prediccién de vectores de costos.

4. Finalmente, una funcién de pérdida ¢ que cuantifica el error de hacer una prediccién
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¢ cuando el valor real es c.

Considerando que se cuentan con los ingredientes 1 y 2, se debe de determinar un
modelo de prediccion f* € H que use ERM y considere la funcién de pérdida SPO, por lo

que se tiene

1 & .
min Ei_zlﬁspm(f(xl),cl) (3.5)
~ min 1ifspo (Bx',c') + AQ(B) (3.6)
pert»r E &= 7T

En la Ecuacion 3.6, en el caso de los predictores lineales, H = f : f(x) = Bx, donde
B es una matriz de pesos que se utiliza para combinar las caracteristicas de entrada x’
en la funcién objetivo. La funcién SPO+ (Bx!,c’) representa el SPO LOSS, que es una
medida de la discrepancia entre la prediccién de costos Bx' y el costo real c'. El objetivo
es minimizar la suma de los errores en la predicciéon de costos para todos los datos de
entrenamiento, ponderados por %, donde E es el nimero de datos de entrenamiento. Asi
mismo, la Ecuacion 3.7 incluye un término de regularizacion AQ(B), la cual representa
una funcién que penaliza la complejidad del modelo. El pardmetro de regularizacién A

controla el peso relativo entre la funcién objetivo y el término de regularizacién.

Una forma de resolver la tltima ecuaciéon es reformulando mediante dualidad (Ver
la Proposicién 3.7). Esta proposiciéon proporciona una reformulaciéon del problema de
optimizacién de riesgo minimo regularizado (ERM) para el enfoque SPO+ cuando la
regién V' es un politopo.

La proposicién establece que si la region factible V, definida como v : Av > b, es un
politopo, entonces el problema de ERM regularizado para SPO+ es equivalente a un pro-

blema de optimizacién especifico.
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1 & . - .
min i ) [ —bTp' +2(v"(c")x" ) ® Bj(cl)} + AQ(B)

B.p i=1

sa. ATp' =2Bxi—¢ Vie{l,..,E} (3.7)
pleR"™,p' >0 Vie{l,..,E}
B € R¥*?

La Ecuacién 3.7 se trata de un problema lineal, aunque (2(.) pudiera no serlo, y resuelve

la ecuaciéon 3.6 (Elmachtoub & Grigas, 2022)

3.3.1. Problema del camino mas corto

El problema de programacién lineal del camino més corto es el siguiente:

min Z Cijvij

(i,j)eA
4
1 sii=s
sa. Y. vi— Y, Ui=10 siistst i€N
j:(ij)eA j:(i,j)eA
—1 sii=t
\
Vjj >0, V(l,]) €A

Entonces, considerando ¢ = Bx, se escribe este problema en el formato dual con base

en la funcién de pérdida SPO+ ya antes vista:

lspo, (Bx,c) := méax {(cT —2(Bx)T)v}+2(Bx)T0*(c)

VvV camino s-t
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por tanto, la funcién objetivo del problema en su forma primal es

max (cl-]-—Z Y. [ﬁo*l-éﬁk.xﬂ)wj

ijcA ijEA

Se declaran variables duales (p) y el problema de minimizar el riesgo empirico queda

de la siguiente forma para ser resuelto en solver

z 1 £ e e K e * (4
min EZPS—PHLZ ). [50+ Z,Bk'xij,k}v (i)

By e=1 ijeA k=1
K
sa. p;—pj=cjj—2 ) {50 + Y Bi xf].,k} v(i,j) € A Vk
ijeA k=1
pi libre

3.3.2. Problema de la mochila0-1

Para el problema de la mochila bajo el presente enfoque se comienza resolviendo el

problema comun, tal que

E

max Y clo;
i=1

sa. wlv <M

; € {0,1}

Se hace el reemplazo c por —c = ¢’ y se resuelve en el solver
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3.4. Optimizacién aversa al riesgo

N
min ) cfv;
i=1

wlo; <M

U; € {O,l}

S.a.

Del problema anterior se obtienen soluciones éptimas v*(c') y un costo real z*(c') por

escenario, datos que forman parte de la construccién de la siguiente formulacién

1 E
min = Y I(é,¢;)
E=
R
< min E;ryebx{(cl—Z(
1 E
= min EZ[li—l—Z(Cl)TU ci
i=1
S.a. li > (Cl — 2(51'))TU

Donde, ¢é; = Bo + Z,Ile Br - x;;.

Vi,Vv® € Solution pool

De las formulaciones SPO+, al igual que de las regresiones lineales, se obtienen pre-

dicciones que permitiran estimar nuevos costos o utilidades y mediante un modelo de

programacion lineal, se tomardn decisiones con base en la nueva informacién.

3.4. Optimizacion aversa al riesgo

Las medidas a implementar en la construccién de los modelos son las siguientes:
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3.4.1. Valor en riesgo condicional

El valor en riesgo condicional o Conditional Value-at-Risk (CVaR), también conocido
como el déficit esperado, cuantifica las pérdidas tomando un promedio ponderado de las
pérdidas “extremas” en la cola de la funcién de distribucién més alla del punto de corte
del valor en riesgo (VaR). CVaR¢(X) es igual a la expectativa condicional de X sujeto a
X > VaR.(X). Esta definicion es la base para el nombre de valor en riesgo condicional.
Esta medida de riesgo satisface la propiedad de subaditividad, es convexa y uniextremo,

lo cual facilita la implementacion de algoritmos de optimizacién y control.

Existen modelos de optimizacién matemadtica para resolver CVaR (Rockafellar, Uryasev
et al., 2000). Para una formulacién de 2.9 (Chicoisne et al., 2018) se tendra que CVaR.cg ]
(nivel), estard representado por una aproximacién discreta z con realizaciones z; de proba-

bilidad p; parai € {1, ..., E}.

E
CVaR(z) = rtn%t +e 'Y pilzi — 4 (3.8)
< i=1

donde [z; — t]+ es convexo lineal por partes. Entonces, el problema 2.9 con z = ¢Tv queda

expresado

min  CVaR(z)
¢ (3.9)
veV

Por tanto, en la Ecuacién 3.9, en las realizaciones z, en realidad se tienen vectores de

costos por escenario, es decir, ¢’ de probabilidad p; para cualquier i € {1, ..., E}. Por tanto,
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se tiene dicho problema de optimizacion en el que se estd minimizando en v.

Finalmente escribiendo con 7; = [(c')Tv — t] se tiene

EIPVII,I t+e ! Zi pi(7i)

sa ;> (c)To—t Vied{l,.., E}
7> 0 vie{l,..E} 310
te R
veV

+ Restricciones propias del problema tratado

Donde, si (c')To — t es negativo, la segunda desigualdad queda sin efecto, y #; seria el
minimo, es decir, 0. En caso contrario, si fuese positivo, eso significaria que la segunda
desigualdad se cumpliria y de paso se verificaria la primera, por tanto, #; se puede mover
y estaria acotado por (c')Tv — t, pero como se estd minimizando, (c¢!)Tv — t es lo menor

que puede ser y por tanto, responderia a que sea [(c!)To — t] ;.

Se trabajara con € = (0.05, 0.1), lo que representa 95 % y 90 % de confiabilidad, respec-

tivamente.

3.4.2. Pérdida media + varianza

La Pérdida media + varianza o por su nombre en inglés Mean Variance Risk (o sim-
plemente Mean Var, término que se empleara de aqui en mas) combina la media y la
varianza en una medida que captura tanto el costo esperado como el riesgo asociado con

una distribucién de probabilidad.
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p(z) := minE[z] +aVar|z] (3.11)

Ahora, aproximando la Ecuacién 3.11, se tiene

1&, as (0 1TE S ?
zmnfi;cizﬂrfg Civ_E];ij (3.12)

Considerando la Ecuacién 3.12, se busca encontrar un equilibrio 6ptimo entre: la pri-
mera parte de la expresion %Zle c]v, que se enfoca en minimizar el costo promedio
esperado y la segunda parte de la expresién & yE, (CZ.TU - % Ele c}v) 2, que se concentra
en la reduccién de la incertidumbre. Esta tiltima parte de la ecuaciéon busca reducir la
variabilidad o dispersién en los costos. Al hacerlo, se minimiza la incertidumbre, lo que
proporciona mayor estabilidad y predictibilidad en el resultado final. Vale destacar que
esta parte representa la varianza de los costos, la cual estd ponderada por un factor a. Al
incrementar «, se otorga mds importancia a la minimizacién de la varianza, lo que indica

un deseo de no solo reducir el costo promedio esperado, sino también la variabilidad en

los costos entre diferentes escenarios.
En relacién con la resolucién, se observa que la Ecuacién 3.12 plantea un problema
cuadrético, lo que implica un esfuerzo computacional considerable durante su solucién.

Por ende, una estrategia para simplificar su resolucién consiste en sustituir la varianza por

un valor absoluto, lo que conduce a una formulacién lineal.

minE(cT0) + «E||cTo — E(cTo)|| (3.13)
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Considerando |c¢Tv — E(cTv)| = A; se requiere la adicion de restricciones adicionales en el

problema. Esto da lugar a la siguiente formulacién:

=1
T, 1 i T
sa. Ap>civ—=) clv Vie{l1,.. E}
I EF (3.14)

1 E
E> = '
—Eg vie{1,..,E}

+ Restricciones propias del problema tratado

Finalmente, queda la Ecuacién 3.14, la cual es un problema lineal y con variables en-
teras, donde la primera y segunda restriccién representan al médulo. Estas restricciones
garantizan que la diferencia absoluta entre cada costo especifico y el costo promedio sea
mayor o igual a cero, y como se estd minimizando, A tomara el mayor valor posible. Se

tomaran valores « igual a 0.0005 y 0.001.

Una distincién significativa que vale la pena sefialar entre esta medida y CVaR es
que esta tltima no penaliza de manera simétrica la desviacién por la cantidad de interés
alrededor de la media, lo cual es deseable en contextos donde el enfoque de control modela

una pérdida, por ejemplo.
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3.5. K-medias

llegado a este punto, es cuando se necesita un método para contextualizar las medidas
de riesgos. Dicha metodologia, es K-medias (o K-means), el cual es uno de los métodos
no jerarquicos de clustering méas populaes, debido a la simplicidad del algoritmo y a la
rapidez de seleccion del centro del cluster (centroide) (Gustriansyah et al., 2020).
Para poder clasificar en diversos grupos o clusters las caracteristicas x del conjunto de
entrenamiento, se utiliza el médulo sklearn.cluster de la biblioteca de SCIKIT-LEARN, en
especifico el método KMEANS, el cual es un algoritmo que agrupa e intenta separar en
grupos de igual varianza, minimizando un criterio conocido como INERCIA o suma de
cuadrados dentro de dicho clister (similitud intracluster), mientras que intenta maximizar
suma de cuadrados entre clasteres (similitud intercltster). La inercia puede reconocerse

como una medida de ctian internamente coherente son los clusteres.

Sin embargo, uno de los principales problemas del método de K-means es como de-
terminar el nimero 6ptimo de clasters w. Investigaciones realizadas por Subbalakshmi
et al., 2015 han demostrado que la precision del método puede ser mayor si se selecciona
adecuadamente el valor inicial y el niimero de cltsteres (Wei et al., 2016; H.-H. Wu et al.,
2009). Existen varias formas de estimar el nimero 6ptimo de conglomerados w. En este
estudio, el niimero 6ptimo de conglomerados w se medira utilizando el método del indice
de Davies-Bouldin (Davies & Bouldin, 1979) y no otro, como por ejemplo, Silhouette Score,

dado que es computacionalmente menos costosa (Petrovic, 2006).

El indice de Davies-Bouldin (davies_bouldin_score()), es una métrica de validacion de
conglomerados que mide la calidad de la agrupacion en funcién de qué tan separados
estdn los grupos y que tan diferentes son entre si, y se utiliza comtinmente para identificar
el nimero 6ptimo de grupos (clisteres) en los datos.

Las mediciones basadas en el indice de Davies-Bouldin (DBI) buscan maximizar la
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distancia entre clusteres g; y ¢; y, al mismo tiempo, minimizar la distancia dentro de cada
claster. Cuando la distancia intercltster es maxima, implica que la similitud entre clisteres
es baja, lo que permite una mejor visualizacion de las diferencias entre ellos. Por otro lado,
cuando la distancia intracluster es minima, significa que los objetos dentro de cada cltster

son altamente similares entre si (Davies & Bouldin, 1979; Gustriansyah et al., 2020).
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Comparativa Empirica: Optimizacion

Aversa al Riesgo vs. Predecir y Optimizar

A continuacion, se presentan los resultados obtenidos para ambos problemas de optimi-
zacion: el camino maés corto y el problema de la mochila. Estos fueron abordados utilizando
el lenguaje de programacién Python, en su versioén 3.11. Para resolver estos desafios, se
empleo el Solver Gurobi, una herramienta reconocida por su robustez y eficiencia. Para

obtener més referencias, consulte Gurobi Optimization.

Se presentan graficos de cajas y bigotes que ilustran la distribucién de los resultados
obtenidos mediante diversos modelos. Estos se encuentran segmentados en conjuntos de
entrenamiento y prueba para una evaluaciéon mds detallada. Con el propésito de distinguir
entre modelos que hacen uso de informacién contextual global y aquellos que incorporan
informacién local, se ha establecido que los nombres de los primeros llevardn el sufijo
RA (abreviatura de Repeating attributes). Este afiadido se justifica por la practica comtn
de mantener un tnico vector de caracteristicas en todo el conjunto de datos con el fin
de simular situaciones de la vida real. En contraste, para los modelos que consideran
informacién local, el nombre del modelo permanecera inalterado, pero se podréd hacer

referencia a ellos utilizando el término NRA (abreviatura de Not Repeating Attributes).
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Esto en la nomenclatura tiene como objetivo proporcionar una distincién clara entre los

distintos tipos de modelos empleados en el anélisis de los resultados.

Por tanto, la nomenclatura sera la siguiente:

= SPO RA: Modelo bajo el enfoque Smart “Predict-the-Optimize” con repeticién del

vector de atributos por escenario.

= RL RA: Modelo bajo el enfoque “Predict-then-Optimize” con repeticiéon del vector

de atributos por escenario.

» CVaR 0.05: Modelo bajo un enfoque estocastico, considerando como medida aversa

al riesgo, el Valor en riesgo condicional con un 95 % (e = 0.05) de confiabilidad.

» CVaR 0.1: Modelo bajo un enfoque estocéstico, considerando como medida aversa al

riesgo, el Valor en riesgo condicional con un 90 % (e = 0.1) de confiabilidad.

= Mean Var 0.0005: Modelo bajo un enfoque estocéstico, considerando como medida

aversa al riesgo, la media y la varianza ponderada por « = 0.0005.

= Mean Var 0.001: Modelo bajo un enfoque estocastico, considerando como medida

aversa al riesgo, la media y la varianza ponderada por « = 0.001.

Ademas, se exhibiran en cuadros los tiempos promedios de ejecucién en unidad de
segundos de dichos modelos, teniendo en cuenta el conjunto de testeo. Se destacaran
en 10jo los tiempos maximos y en [azul| los tiempos minimos para cada configuracion,

proporcionando asi una visién mas detallada y comprensible.
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4.1. Resultados computacionales sobre el problema del ca-

mino mas corto

La ejecucion de los experimentos para SPP se realizaron en un sistema computacional
que cuenta con sistema operativo Windows 11 y con las prestaciones de hardware: AMD

Ryzen 5 5600H 3.30 GHz con Radeon Graphics, 8GB RAM y 512GB SSD.
El caso base para este estudio serd definido con los siguientes parametros: Escenarios

= 1000, Grilla =5 - 5, Atributos = 10 y Grado polinémico = 8. Estos pardmetros serdn mo-

dificados sistemdaticamente para analizar como responden los modelos a dichas variaciones.

1** CONFIGURACION: Grilla={3-3,5-5,7-7}, Esc = 1000, k = 10, Deg = 8.

Modelos
RL RA SPO+ RA
Train | Algoritmo | Total | Train | Algoritmo | Total
=|[3-3]0.008 ~ 0 0.008 | 1.666 ~0 1.666
=|5-5|0.044 ~0 0.044 | 16.5 ~0 16.5
O 7.710.046 ~ 0 0.046 | 23.178 ~ 0 23.178

Tabla 4.1: Tiempos computacionales [s] de RL RA y SPO+ RA segtin el tamafio de la red
para SPP.

Tabla 4.2: Tiempos computacionales [s] de CVaR ¢ Y Mean Var a segtin el tamafio de la red

para SPP.

Modelos
Mean Var | Mean Var
CVaR 0.05 | CVaR 0.1 0.0005 0.001
= 3-3 0.015 0.015 ~ 0 ~ 0
=55 0.276 0.381 0.009 0.002
O|7.7 0.447 0.726 0.004 0.003
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Conjunte de entrenamiento Conjunto de testeo
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Figura 4.1: Distribucién del arrepentimiento en funcién del caso base modificando el
tamafio de la red para SPP.

Grilla Grilla

De la Figura 4.1 se puede observar que:
» A medida que aumenta el tamafio de la red, se observa un incremento en el arrepen-

timiento, consistentes con el crecimiento de la grilla, y una mayor asimetria positiva

en las cajas.

» La mediana e IQR casi no se ven afectados respecto de ambos conjuntos. RL es el

tnico que muestra resultados variables.

» Al analizar los resultados del conjunto de pruebas, se observa que: SPO+ RA exhi-
be los mejores resultados y RL RA los peores; Mean Var a« y CVaR ¢ mantienen
una relativa estabilidad, incluso, Mean Var a ve reducida sus IQR con respecto al

entrenamiento.

» Orden de modelos con menor arrepentimiento segin sus predicciones:

e Grilla3-3: RL RA > SPO+ RA > Mean Var « > CVaR ¢
e Grilla5-5:SPO+ RA > Mean Var &« > CVaR ¢ > RL RA

¢ Grilla7-7: SPO+ RA > Mean Var « > CVaR 0.01 > CVaR 0.05 > RL RA
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4.1. Resultados SPP

2PA CONFIGURACION: Grilla =5 - 5, Esc = {200, 1000, 5000}, k = 10, deg = 8.

Modelos
RL RA SPO+ RA
Train | Algoritmo | Total | Train | Algoritmo | Total
200 | 0.007 ~ 0 0.007 | 0.906 ~ 0 0.906
E 1000 | 0.044 ~0 0.044 16.5 ~ 0 16.5
5000 | 0.118 ~ 0 0.118 | 111.425 ~ 0 111.425

Tabla 4.3: Tiempos computacionales [s] de RL RA y SPO+ RA segtin la cantidad de escena-
rios para SPP.

Modelos
Mean Var | Mean Var
CVaR 0.05 | CVaR 0.1 0.0005 0.001
200 0.022 0.021 ~ 0 0.001
5 1000 0.276 0.381 0.009 0.002
5000 1.162 2.033 ~ 0 0.001

Tabla 4.4: Tiempos computacionales [s] de CVaR ¢ Y Mean Var « segtin la cantidad de
escenarios para SPP.
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4.1. Resultados SPP
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Figura 4.2: Distribuciéon del arrepentimiento en funcién del caso base modificando la
cantidad de escenarios para SPP.

De la Figura 4.2 se puede observar que:

s Con el incremento en el niumero de escenarios, se observa un leve aumento del

arrepentimiento y una mayor estabilidad en la mediana para ambos conjuntos.

» Al examinar el conjunto de pruebas, se concluye que el modelo SPO RA presenta los
mejores resultados. Este modelo mantiene constantes sus rangos intercuartilicos inde-
pendientemente del aumento del tamafio del conjunto de datos. Los modelos Mean
Var « y CVaR e muestran consistencia, aunque este tiltimo presenta los resultados
mas desventajosos. Por otro lado, el modelo RL RA exhibe una tendencia variable, lo

cual no es deseable.
» Orden de modelos con menor arrepentimiento segtin sus predicciones:

¢ 200 escenarios: RL RA > SPO+ RA > Mean Var « > CVaR ¢

¢ 1000 escenarios: SPO+ RA > Mean Var « > CVaR ¢ > RL RA

¢ 5000 escenarios: RL RA > SPO+ RA > Mean Var « > CVaR ¢

51



Capitulo 4. Comparativa Empirica

4.1. Resultados SPP

3R* CONFIGURACION: Grilla =5 -5, Esc = 1000, k = 10, Deg = {1, 2, 4, 6, 8}.

Modelos
RL RA SPO+ RA

Train | Algoritmo | Total | Train | Algoritmo | Total
1] 0.026 ~ 0 0.026 | 12.228 ~ 0 12.228

” 2 | 0.039 ~ 0 0.039 | 9.08 ~ 0 9.08
& 4 | 0.035 ~ 0 0.035 | 8.115 ~ 0 8.115
6 | 0.027 ~ 0 0.027 | 9.963 ~ 0 9.963

8 | 0.044 ~ 0 0.044 | 16.5 ~ 0 16.5

Tabla 4.5: Tiempos computacionales [s] de RL RA y SPO+ RA segtn el grado polinémico

para SPP.

Modelos
Mean Var | Mean Var

CVaR 0.05 | CVaR 0.1 0.0005 0.001

1 0.178 0.192 0.001 ~ 0

” 2 0.139 0.161 ~ 0 ~ 0
3 4 0.148 0.151 ~ 0 0.001
6 0.143 0.164 ~ 0 ~ 0

8 0.276 0.381 0.009 0.002

Tabla 4.6: Tiempos computacionales [s] de CVaR € Y Mean Var « segtin el grado polinémico

para SPP.
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Conjunto de entrenamiento Conjunto de testeo
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mmm CVaR 0.05 mmm CVaR 0.05
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Figura 4.3: Distribucién del arrepentimiento en funcién del caso base modificando el grado
polinémico para SPP.

De la Figura 4.3 se puede observar que:

» A mayor grado polinémico, hay més arrepentimiento, ya que es mas dificil para el

modelo ajustar los datos.

= Al contrastar el conjunto de entrenamiento con el de testeo, se puede apreciar que la
mayoria de los modelos fueron consistentes, manteniéndose dentro de los limites
intercuartilicos y conservando la mediana. RL RA fue el tinico modelo que destacé
por un cambio en su tendencia. Inicialmente, su arrepentimiento disminuia con el
aumento del ruido; sin embargo, esta tendencia cambi¢, presentando un aumento

exponencial en el grado 8.

= En el conjunto de testeo, se puede notar claramente que SPO+ RA se destaca por
mantener un rendimiento consistentemente favorable, independientemente del gra-
do polinémico empleado. En contraste, RL RA exhibe una tendencia variable en
comparacién con los otros modelos. Mean Var & y CVaR ¢ muestran una tendencia

constante; sin embargo, este tiltimo presenta los resultados mds desfavorables del
grupo.
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4.1. Resultados SPP

» Orden de modelos con menor arrepentimiento segtin sus predicciones:

Grado 1: SPO+ RA > Mean Var « > RL RA > CVaR 0.1 > CVaR 0.05

Grado 2: SPO+ RA > RL RA > Mean Var « > CVaR 0.1 > CVaR 0.05

Grado 4: RL RA > SPO+ RA > Mean Var « = CVaR 0.05 > CVaR 0.1

Grado 6: RL RA > SPO+ RA > Mean Var « > CVaR ¢

Grado 8: SPO+ RA > Mean Var « > CVaR ¢ > RL RA

4™ CONFIGURACION: Grilla =5 - 5, Esc = 1000, k = {5, 10, 20}, Deg = 8.

Modelos
RL RA SPO+ RA
Train | Algoritmo | Total | Train | Algoritmo | Total
5 10.014 ~ 0 0.014 | 4.412 ~ 0 4.412
~= | 10 | 0.044 ~ 0 0.044 | 16.5 ~ 0 16.5
20 | 0.037 ~ 0 0.037 | 23.087 ~ 0 23.087

Tabla 4.7: Tiempos computacionales [s] de RL RA y SPO+ RA segtin la cantidad de atributos

para SPP.
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Figura 4.4: Distribucién del arrepentimiento en funcién del caso base modificando en el
numero de atributos para SPP.

De la Figura 4.4 se puede observar que:

» Contrastando el conjunto de testeo con el de entrenamiento, se puede apreciar que
SPO RA logra mantener casi estables sus resultados, pues no se aprecia variacién
significativa de los limites intercuartilicos, mediana y valor maximo. Sin embargo,
RL RA presenta mds variacién en su IQR para un vector de tamafio 10, no pudiendo

mostrar una tendencia clara con el aumento de informacion.

» Orden de modelos con menor arrepentimiento segtn sus predicciones:

¢ 5 atributos: RL RA > SPO+ RA
e 10 atributos: SPO+ RA > RL RA

e 20 atributos: RL. RA> SPO+ RA
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Puntajes Obtenidos
Grid Esc Deg k
3|5 | 7 | Total | 200 | 1000 | 5000 | Total | 1 | 2 | 4 6 | 8 | Total | 5 | 10 | 20 | Total
RL RA 17| 6 | 5 16 6 18 1219 |15 8 | 6 16| 9 |15
SPO RA 13|15 | 16 15 15 12 10| 15|15 |15 |15 11|17 | 14
CVaR 0.05 8 12| 9 8 12 7 14110 8 | 9 |12 - -] - -
CVaR 0.1 8 [12] 5 8 12 7 100717912 - - - -
Mean Var 0.0005 | 9 |13 | 12 1 | 13 9 1219 |8 |11]13 - - - -
Mean Var 0.001 9 | 13|12 11 13 9 1219 | 8 | 11|13 - -] - -

Tabla 4.8: Puntuaciones segtn evaluacion de graficos segtin pardmetro variable para SPP.

La Tabla 4.8 se construye a partir de la evaluacion de los datos estadisticos de cada configu-
racion detallada en el Apéndice A. En esta tabla, se muestran los puntajes totales, donde un
puntaje mds alto sugiere un mejor resultado. Con el propésito de mejorar la visualizacion,
los resultados se presentan en un gradiente de color, en el cual el azul representa el mejor

resultado y el rojo, el peor.

Al analizar los tiempos de ejecucién, lo que corresponde a las Tablas 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5,

4.6,y 4.7, se destacan los siguientes puntos:

» Tanto para configuraciones pequefias como para las de gran tamafio, se observa que
RL RA, SPO+ RA y Mean VaR a presentan tiempos de resolucién casi nulos, cercanos

a 0 segundos.

» Los modelos Mean VaR a con pardmetros 0.0005 y 0.001 muestran una eficiencia
notable, ya que, al predecir igual e incluso mejor que los modelos CVaR ¢ en la
mayoria de los casos, logran hacerlo en cuestiéon de milisegundos, a diferencia de los

casi segundos que requiere CVaR e.

» En todas las configuraciones, los modelos CVaR ¢ exhiben los tiempos de ejecucion

mas extensos.
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4.1.1. Medidas de riesgos + contexto

En primer lugar, se presentan los resultados gréficos utilizando el Indice de Davies-
Bouldin (DBI) para analizar el valor 6ptimo de cltster para el problema de la ruta mas

corta (SPP).
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200000 4

180000 -

160000 -

T T T T
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Numero de Cluster

Figura 4.5: Numero 6ptimo de grupos con indice de Davies-Bouldin para el caso base con
informacién global para SPP
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Figura 4.6: Numero 6ptimo de grupos con indice de Davies-Bouldin para el caso base con
informacion local para SPP

Es importante sefialar que de la Figura 4.6 se puede inferir que la tendencia de los
resultados al mostrarse en una linea en lugar de una curva, para denotar el codo, puede
deberse a la variabilidad de los datos al ser generados de forma sintética y sin repitencia,
como si sucede en la Figura 4.5. Es por lo anterior que se obtiene el valor maximo del
rango permitido del nimero de clusters, que es 15, pues en otro caso, perfectamente se
podrian obtener tantos grupos como datos a clasificar se tengan. Por otra parte, se puede
ver que para un caso donde se cuentan con datos repetidos, se visualiza un codo con un

resultado Q=14.

A continuacioén, se presentan graficos que ilustran la distribucién del arrepentimiento
de todos los modelos desarrollados en esta tesis: SPO, RL, Mean Var « y CVaR ¢. Esto inclu-
ye sus versiones simples de medidas de riesgo, asi como las variantes con clusterizacién y

reduccion de dimensionalidad del vector de caracteristicas.
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En tres de los seis graficos subsiguientes, los cuales solo contemplan informacién
parcial, se recuper6 informacién previamente vista en la Figura 4.1. Los graficos estan
divididos segtn la informacién contextual, ya sea global (RA) o local (NRA). Ademads, se

han mantenido los pardmetros del caso base, aunque se ha modificado el tamafio de la

grilla.
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Figura 4.7: Distribucién de arrepentimiento para una red 3 - 3 con informacién global en
SPP.
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SPP.
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Figura 4.10: Distribucion de arrepentimiento para una red 5 - 5 con informacién local en
SPP.
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Figura 4.11: Distribucién de arrepentimiento para una red 7 - 7 con informacién global en
SPP.
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Figura 4.12: Distribucién de arrepentimiento para una red 7 - 7 con informacioén local en
SPP.

Modelos
RL RA | RL
Train | Algoritmo | Total || Train | Algoritmo | Total
0.008 ~ 0 0.008 || 0.007 ~ 0 0.007
0.044 ~ 0 0.044 || 0.068 ~ 0 0.068
0.046 ~ 0 0.046 || 0.062 ~ 0 0.062

Grilla

N O1 W
N G W

Tabla 4.9: Tiempos computacionales [s] de RL RA vs. RL segtin tamafio de red para SPP.
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Modelos
SPO+ RA SPO+
Train | Algoritmo | Total || Train | Algoritmo | Total
= | 3-3| 1666 ~ 0 1.666 | 1.048 ~ 0 1.048
=|5-5| 165 ~ 0 16.5 || 15.303 ~ 0 15.303
O 7.7 (23178 ~ 0 23.178 || 35.177 ~ 0 35.177

Tabla 4.10: Tiempos computacionales [s] de SPO+ RA vs. SPO+ segtin tamario de red para
SPP.

Al comparar las Figuras RA (4.7, 4.9, y 4.11) con las Figuras NRA (4.8, 4.10, y 4.12),
se observa que las medidas de riesgo contextualizadas predicen de manera similar a
los modelos originales ! de cada grupo, aunque con variaciones minimas en el rango
intercuartil y una mayor adicién de varianza (asimetria positiva). Siendo las medidas con
K-Means los tinicos modelos que muestra una infima reduccién en el arrepentimiento en
graficos de 3 -3 y 5 - 5. Para los graficos 7 - 7, aplicar K-Means y PCA no hubo impacto
positivo.

En las figuras NRA, SPO muestra no predecir bien cuando el tamafio de grilla es muy

grande, esto en comparacién con RL.

Finalmente, al comparar los tiempos promedio de ejecucién en el entrenamiento de los
modelos RL RA y SPO+ RA con sus contrapartes del grupo NRA, se observa una notable
diferencia en cuanto a su menor duracidn, a pesar de que la matriz de atributos tenga el

mismo tamafio en ambos casos.

Por tanto, al evaluar los resultados de estos modelos, incluyendo las estimaciones de
arrepentimiento y los tiempos de ejecucion entre un grupo y otro, surge la pregunta de si

vale la pena considerar toda la informacién disponible. La respuesta es; no. No se aprecia

IL1amese modelos originales a aquellos modelos aversos al riesgo que no consideran el contexto, es decir,
los modelos CVaR 0.05, CVaR 0.1, Mean Var 0.05 y Mean Var 0.1
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una ventaja significativa al considerar vectores de caracteristicas distintos entre si o, dicho

de otra manera, al costear informacion local de cada arista.
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4.1.2. Conclusiones para SPP

SPO+ RA demuestra ser el modelo més efectivo para manejar la incertidumbre en di-
versas configuraciones, mostrando un desempefio superior en situaciones con tamafios de
grilla méas grandes y en variados grados polindmicos. Este modelo mantiene un menor ni-

vel de arrepentimiento y demuestra una mayor robustez frente a la incertidumbre creciente.

Por otro lado, RL rendimiento es menos consistente, especialmente en grados polinémi-
cos altos y en grandes tamafios de grilla. En consecuencia, SPO+ RA se destaca como el
modelo mds capaz de enfrentar la incertidumbre en la mayoria de los escenarios evaluados,
siendo la eleccion preferible para configuraciones con incertidumbres moderadas a altas

en tamafio de grilla, nimero de escenarios y complejidad de los modelos.

Por tanto:

» SPO responde mejor a la incertidumbre y ofrece los mejores resultados en términos
de arrepentimiento. Es ideal para escenarios donde la precision es crucial, aunque

con un mayor costo computacional.

» Mean Var « muestra estabilidad y buen desempefio en la mayoria de las configura-
ciones, siendo una opcién robusta cuando se necesita un balance entre desempefio y

costo computacional.

» RL es adecuado para escenarios con limitaciones de tiempo y recursos computacio-

nales, aunque con un desempefio menos consistente.

» CVaR ¢ Aunque no es el mejor en términos de arrepentimiento, mantiene una estabi-

lidad que puede ser til en ciertos contextos.
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4.2. Resultados computacionales sobre el problema de la
mochila

Por otra parte, la ejecucion de los experimentos KP01 se realizaron en un sistema
computacional distinto al del camino més corto, dado que no fue posible ejecutar dichos
experimentos en aquel computador dado los requerimientos de CPU, GPU y memoria
RAM que se necesitaban. Este segundo equipo conté con un sistema operativo Windows
10 Pro, un procesador AMD Ryzen 5 1400 3.20 GHz Quad-Core, NVIDIA GeForce GTX
1050 Ti, 16GB RAM y 1TB SSD.

El caso base para este estudio sera definido con los siguientes parametros: esc=750,
cap=120, k=5 y deg=8. Estos pardmetros serdn modificados sistematicamente para analizar

cémo responden los modelos a dichas variaciones.

1** CONFIGURACION: Cap = {60, 120, 180}, Esc =750, k =5, Deg = 8.

Modelos
RL RA SPO+ RA
Train | Algoritmo | Total | Train | Algoritmo | Total
o 60 | 0.027 0.001 0.028 | 74.356 0.001 74.357
S | 120 ] 0.023 0.001 0.024 | 142.130 0.001 142.131
180 | 0.024 0.001 0.025 | 144.490 0.001 144.491

Tabla 4.11: Tiempos computacionales [s] de RL RA y SPO+ RA segtn la capacidad para
KPO1.
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Modelos
Mean Var | Mean Var
CVaR 0.05 | CVaR 0.1 0.0005 0.001
o 60 0.270 0.445 0.001 0.001
5 120 0.123 0.137 0.001 ~ 0
180 0.241 0.243 0.001 0.001

Tabla 4.12: Tiempos computacionales [s] de CVaR Y Mean Var segtn la capacidad para
KPO1.

Conjunto de entrenamiento Conjunto de testeo

Modelo
mmm RLRA
mm SPORA
mmm CVaR 0.05
mmm CVaRO0.1
I Mean Var 0.0005
BN Mean Var 0.001

Modelo
mmm RLRA
s SPO RA
= CVaR 0.05
= CVaR 0.1
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Figura 4.13: Distribucién del arrepentimiento en funcioén del caso base modificando la
capacidad de la mochila para KP01.

Considerando la Figura 4.13, se pueden destacar los siguientes puntos:
» A una mayor capacidad de la mochila se observa una infima reduccién de regret y

estabilidad constante en los limites intercuartiles.

» SPO+ RA destaca por su comportamiento inusual, mostrando consistentemente el
mayor nivel de arrepentimiento entre los modelos analizados. Ademads, este compor-

tamiento tiende a empeorar en comparacién con los otros modelos.

» Todos los modelos muestran una prediccién précticamente idéntica con respecto al

conjunto de entrenamiento.
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» Al evaluar los resultados en el conjunto de testeo, se deduce que Mean Var « muestra
un desempefio superior en comparacién con los otros modelos a medida que aumenta
la capacidad de la mochila; CVaR e y RL RA muestran una tendencia variable, aunque

sugieren una posible mejora con el aumento de la capacidad.
» Orden de modelos con menor arrepentimiento segtn sus predicciones:

¢ Cap 60: Mean Var « > CVaR 0.1 > CVaR 0.05 > RL RA >> SPO+ RA

¢ Cap 120: Mean Var « > CVaR 0.05 > RL RA > CVaR 0.1 >> SPO+ RA

e Cap 180: Mean Var « > CVaR 0.1 > CVaR 0.05 > RL RA > SPO+ RA

2PA CONFIGURACION: Cap = 120, Esc = {200, 750, 1500}, k =5, Deg = 8.

Modelos
RL RA SPO+ RA
Train | Algoritmo | Total | Train | Algoritmo | Total
200 | 0.006 0.001 0.007 | 10.636 0.001 10.637
Lﬁ 750 | 0.023 0.001 0.024 | 142.130 0.001 142.131
1500 | 0.049 0.001 0.050 | 715.073 0.001 715.074

Tabla 4.13: Tiempos computacionales [s] de RL RA y SPO+ RA segtn la cantidad de
escenarios para KPO1.

Tabla 4.14: Tiempos computacionales [s] de CVaR Y Mean Var segtn la cantidad de

Modelos
Mean Var | Mean Var
CVaR 0.05 | CVaR 0.1 0.0005 0.001
200 0.058 0.058 0.001 0.001
E 750 0.123 0.137 0.001 ~ 0
1500 0.443 0.484 0.001 0.001

escenarios para KPO1.
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Figura 4.14: Distribucién del arrepentimiento en funcion del caso base modificando la
cantidad de escenarios para KP01.

Al considerar los resultados de la Figura 4.14, se puede identificar lo siguiente:

= En general, se observa que a medida que aumenta la cantidad de escenarios, hay un

ligero aumento en la incertidumbre, una ligera tendencia hacia la asimetria positiva

en las cajas y una mayor dispersion.

Al comparar los conjuntos de testeo y entrenamiento, se observa que los limites
intercuartilicos en las predicciones se mantienen constantes y que la mediana mejora
ligeramente en la mayoria de los modelos a medida que aumenta la cantidad de
escenarios considerados. A pesar de que SPO+ RA exhibe el mayor arrepentimiento
y muestra un comportamiento atipico en comparaciéon con los demas modelos, es el

modelo més cuasiidéntico en términos generales.

Al analizar el conjunto de testeo, se concluye que Mean Var & muestra una tendencia
consistente de mejora a medida que aumenta el niimero de escenarios, siendo el
modelo con los mejores resultados. Tanto RL RA como CVaR 0.1 parecieran mostrar

un comportamiento variable, ya que empeoran en el segundo conjunto y en el tercero
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mejoran. Por otro lado, aunque CVaR 0.05 no exhibe los mejores resultados, se

mantiene consistente con el aumento del conjunto de datos.
» Orden de modelos con menor arrepentimiento segtin sus predicciones:

¢ 200 escenarios: Mean Var &« > CVaR 0.05 > RL RA > CVaR 0.1 >> SPO+ RA

e 750 escenarios: CVaR 0.05 > Mean Var &« > RL RA > CVaR 0.1 >> SPO+ RA

e 1500 escenarios: Mean Var « > RL RA > CVaR 0.1 > CVaR 0.05 >> SPO+ RA

3R* CONFIGURACION: Cap =120, Esc =750,k =5,Deg = {1, 2, 4, 6, 8}.

Modelos
RL RA SPO+ RA
Train | Algoritmo | Total | Train | Algoritmo | Total
0.026 0.001 0.027 | 76.850 0.001 76.851
0.024 0.001 0.025 | 47.393 ~ 0 47.393
0.026 0.001 0.027 | 136.006 0.001 136.007
0.024 0.001 0.025 | 108.835 0.001 108.836
0.023 0.001 0.024 | 142.132 0.001 142.133

Deg
NN

Tabla 4.15: Tiempos computacionales [s] de RL RA y SPO+ RA segtn el grado polinémico
para KPO1.

Modelos
Mean Var | Mean Var

CVaR 0.05 | CVaR 0.1 0.0005 0.001

1 0.148 0.091 0.001 0.001

” 2 0.126 0.089 0.001 0.001
S 4 0.145 0.248 0.001 0.001
6 0.143 0.250 0.001 0.001

8 0.123 0.137 0.001 ~ 0

Tabla 4.16: Tiempos computacionales [s] de CVaR Y Mean Var segtn el grado polinémico
para KPO1.

71



Capitulo 4. Comparativa Empirica 4.2. Resultados KP01
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Figura 4.15: Distribucién del arrepentimiento en funcién del caso base modificando el
grado polinémico para KP01.

La Figura 4.15 muestra claramente que:

» A medida que aumenta el grado polinédmico, también aumentan el arrepentimiento,

la inexactitud en las predicciones, la asimetria positiva en las cajas y la dispersion.

» Respecto del conjunto de testeo con respecto al entrenamiento, los modelos que

peores predicen son los modelos de CVaR e.

» Nuevamente, destaca el comportamiento atipico de SPO+ RA. Sin embargo, su
capacidad predictiva es notable, ya que en ambos conjuntos concentré el 50 % de los
datos en rangos IQR casi idénticos y mantuvo la mediana constante para cada grado

y conjunto.

= Al observar el conjunto de testeo Mean Var ase mantiene consistentemente en una
posicion favorable a medida que aumenta el grado polinémico, destacandolos co-
mo los modelos con mejores resultados. Por otro lado, CVaR e y RL RA, aunque

consistentes con el aumento de grado, exhiben los peores resultados.

» Orden de modelos con menor arrepentimiento segtn sus predicciones:
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Grado 1: Mean Var « > CVaR 0.1 > RL RA > CVaR 0.05 > SPO+ RA

Grado 2: Mean Var &« > CVaR 0.1 > CVaR 0.05 > RL RA >>» SPO+ RA

Grado 4: Mean Var « > CVaR 0.05 > RL RA > CVaR 0.1 >» SPO+ RA

Grado 6: RL RA > Mean Var « > CVaR 0.05 > CVaR 0.1 >> SPO+ RA

Grado 8: Mean Var « > CVaR 0.05 > RL RA > CVaR 0.1 >>» SPO+ RA

4™ CONFIGURACION: Cap =120, Esc =750, k = {3, 5, 7}, Deg = 8.

Modelos
RL RA SPO+ RA
Train | Algoritmo | Total | Train | Algoritmo | Total
3| 0.022 0.001 0.023 | 64.982 0.001 64.983
~|5]0.023 0.001 0.024 | 142.130 0.001 142.131
7 | 0.028 0.001 0.029 | 190.887 0.001 190.888

Tabla 4.17: Tiempos computacionales [s] de RL RA y SPO+ RA segtn la cantidad de
atributos para KPO01.

Conjunto de entrenamiento Conjunto de testeo

Modelo Modelo
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Figura 4.16: Distribucién del arrepentimiento en funcién del caso base modificando en el
namero de atributos para KP01.
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De acuerdo con la Figura 4.16, se pueden extraer las siguientes observaciones:

» Se observa que a medida que aumenta la cantidad de informacién contextual, dismi-

nuye la incertidumbre, la asimetria positiva en las cajas y la dispersion.

» Al comparar los conjuntos de testeo y entrenamiento, se nota que a medida que se
considera mds informacién, ambos modelos mantienen su precisién, conservando

los limites intercuartiles y la mediana en relacién con cada parametro variable.
» Orden de modelos con menor arrepentimiento segtn sus predicciones:

e 3 atributos: RL RA > SPO+ RA
¢ 5 atributos: RL RA > SPO+ RA

e 7 atributos: RL RA > SPO+ RA
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Puntajes Obtenidos
Cap Esc Deg k
60 | 120 | 180 | Total | 200 | 750 1500 | Total | 1 | 2 | 4 | 6 8 |Total | 3 | 5 7 | Total
RLRA 910 | 8 6 |10 | 11 717111110 17 |17 | 18
SPO RA 2] 2 2 2 | 2 2 62222 91919
CVaR 0.05 910 9 11 | 10 9 9 |10[11] 9 [10 - -] - -
CVaR 0.1 8] 9 |11 12 | 9 8 819181919 - -] - -
Mean Var 0.0005 | 14 | 13 | 16 15 | 13 | 16 1215]14 13|13 - - - -
Mean Var 0.001 | 14| 13 | 16 15 | 13 | 16 121514 |13 [ 13 - -] - -

Tabla 4.18: Puntuaciones segtun evaluacién de graficos segiin parametro variable para
KPO1.

La Tabla 4.18 tiene su origen en la evaluacién aplicada a los datos estadisticos® de cada
configuracion que se encuentran en el Apéndice B. Al igual que en la seccién anterior,
en esta tabla, se muestran los puntajes totales en un gradiente de color, en el cual el azul

representa el mejor resultado y el rojo, el peor.

Al analizar los tiempos de ejecucién, lo que corresponde a las Tablas 4.11, 4.12, 4.13, 4.14,

4.15,4.16,y 4.17, se destacan los siguientes puntos:

» Tanto para configuraciones pequefias como para las de gran tamafio, se observa que
RL RA, SPO+ RA y Mean VaR « presentan tiempos de resolucién casi nulos, cercanos

a 0 segundos.

» Los modelos de Mean VaR « demuestran una eficiencia destacable. No solo lideran
los resultados en la evaluacién de la medida de desempefio, el regret, sino que
también son los que en su mayoria logran los tiempos mas bajos dentro del grupo,

realizando los calculos en cuestién de milisegundos.

» En todas las configuraciones, los modelos CVaR ¢ exhiben los tiempos de ejecucion

mas extensos.

2Los estadisticos de SPO para KP01 no se incluyeron en los célculos de los promedios generales debido
a que presentaban valores extremadamente altos. Por esta razon, se consideraron los estadisticos de este
modelo como valores atipicos.
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4.2.1. Medidas de riesgos + contexto

A continuacién, se presentan los resultados gréficos utilizando el Indice de Davies-

Bouldin (DBI) para analizar el valor cluster 6ptimo para KP01.

120000 -

100000 -

80000 A

Inercia

60000 A

40000 4

T T T T T T T T
5 10 15 20 25 30 35 40
Numero de Cluster

Figura 4.17: Ntimero 6ptimo de grupos con indice de Davies-Bouldin para el caso base con
informacion global para KP01
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Figura 4.18: Ntimero 6ptimo de grupos con indice de Davies-Bouldin para el caso base con
informacion local para KP01

De los resultados de KP01, se observa la misma tendencia lineal o curva de tratarse de
experimentos con informacién local o gloabl. Sin embargo, el experimento con informacién

gloabl con caso base logré clasificar la informacién en 14 grupos.

Al igual que en el problema anterior, se presentan gréficos que ilustran la distribucién
del arrepentimiento de todos los modelos desarrollados en la presente tesis. En tres de los
seis gréficos subsiguientes, se recuperd informacién previamente vista en la Figura 4.13.
Sin embargo, tanto a estos como a los otros tres gréficos, se les afiadieron los modelos

aversos al riesgo que consideran los atributos o caracteristicas x; para su calculo.
Los graficos estan divididos segtin la informacién contextual, ya sea global (RA) o local

(NRA). Ademés, se han mantenido los pardmetros del caso base, aunque se ha modificado

la capacidad de la mochila.
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Figura 4.19: Distribucién de arrepentimiento para una capacidad 60 con informacién global
en KPO1.
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Figura 4.20: Distribucién de arrepentimiento para una capacidad 60 con informacién local
en KPO1.

78



Capitulo 4. Comparativa Empirica

4.2.

Resultados KP01

10000 |
.
[3
+
.
8000 4 ¢
. ’
{ +
. 4 %
6000 1
. +
L ‘ ¢
5
k] H ¢
¢ o
4000 ¢ ¢
[}
+
2000

]
O

e nggnﬁgn

L] +

wose oo

M-H-m

Conjunto
N train
B test

> o o 5, o >
o § o S o & )
e 3 © Q 3 &
S f&e? Qp&@ o 0,3? Mﬁ- & ,;S* S ?e? o vqk
\'Fl c‘!@'o 4,&@@'0 ‘\-A & (_ﬁxe CXQ(‘ _pﬂxq(‘ ow! %
© & S S & & S P
K 2 S P 2
& o & &
& & & "
Modelo

Figura 4.21: Distribucién de arrepentimiento para una capacidad 120 con informacién

global en KPO01.
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Figura 4.22: Distribucién de arrepentimiento para una capacidad 120 con informacién local

en KPO1.
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Figura 4.23: Distribucién de arrepentimiento para una capacidad 180 con informacién
global en KPO01.
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Figura 4.24: Distribucién de arrepentimiento para una capacidad 180 con informacién local
en KPO1.
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Modelos
RL RA | RL
Train | Algoritmo | Total || Train | Algoritmo | Total
o 60 | 0.027 0.001 0.028 || 0.126 0.001 0.127
S | 120 | 0.023 0.001 0.024 || 0.027 0.001 0.028
180 | 0.024 0.001 0.025 || 0.028 0.001 0.029

Tabla 4.19: Tiempos computacionales [s] de RL RA vs. RL segtin capacidad para KP01.

Modelos
SPO+ RA | SPO+
Train | Algoritmo | Total | Train | Algoritmo | Total
- 60 | 74.356 0.001 74.357 || 48.843 0.001 48.844
S | 120 | 142130 0.001 142.131 || 80.488 0.001 80.489
180 | 144.490 0.001 144.491 || 116.828 0.001 116.829

Tabla 4.20: Tiempos computacionales [s] de SPO+ RA vs. SPO+ segtn capacidad para
KPO1.

En ambos tipos de figuras, tanto en las Figuras RA (véase 4.19, 4.21, y 4.23) como en las
NRA (véase 4.20, 4.22, y 4.24), se observo que la mediana, el rango intercuartilico (IQR),
los limites superior e inferior, asi como los valores extremos, fueron aproximadamente los
mismos entre cada modelo respectivo. Ademas, al analizar exclusivamente los modelos
aversos al riesgo con ajustes de cada figura contraparte, se noté que sus conjuntos de prueba
tuvieron un rendimiento inferior en comparacién con los conjuntos de entrenamiento.

Estos modelos ajustados también mostraron una mayor adicién de varianza, evidencia-
da por una asimetria positiva. Notablemente, los modelos aversos originales fueron los

que obtuvieron los mejores resultados, sin lugar a dudas.
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Al comparar el comportamiento general entre ambos tipos de figuras, se destacé que el
modelo SPO+ fue el mas perjudicado al considerar informacién local, ya que los resulta-
dos de prueba no se encuentran dentro de los limites establecidos por el entrenamiento
alcanzando un mayor arrepentimiento.

Una pequenia diferencia entre ambas figuras se observé en el modelo RL, donde al

contemplar mds informacién se redujo ligeramente la dispersion del bigote superior.

Finalmente, al comparar los tiempos promedio de ejecucion en el entrenamiento de los
modelos RL RA y SPO+ RA con sus contrapartes del grupo NRA, se observa una notable
diferencia en cuanto a su menor duracidn, a pesar de que la matriz de atributos tenga el

mismo tamafno en ambos casos.

Al evaluar los resultados de estos modelos y comparar las estimaciones de arrepen-
timiento y los tiempos de ejecucién entre ambos grupos, surge la pregunta crucial de si
realmente vale la pena tomar en cuenta toda la informacién disponible. La respuesta a
esta interrogante es un contundente; no. Tanto si se contempla utilizar toda la informacién
disponible para una capacidad de mochila grande o pequefia, la mejora resultante es
practicamente insignificante. Especificamente, para el caso de SPO+, resulta mds ventajoso
no considerar toda la informacién en todos los casos de capacidad; sin embargo, sus
resultados son tan atipicos que no justifican utilizar este modelo para problemas de este

tipo.
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4.2.2. Conclusiones para KP01

» El experimento revela que los modelos de Mean Var « es el modelo mas robusto y
eficiente para abordar la incertidumbre en el problema de la mochila bajo diversas
configuraciones (alta capacidad y numerosos escenarios) y mantiene un resultado

consistente con el incremento del grado polinémico.

» RL aunque variable, también muestra adaptabilidad en diferentes contextos (aumen-

to de escenarios y atributos).
» SPO no es recomendado debido a su alto arrepentimiento y comportamiento atipico.

= CVaR 0.1 y CVaR 0.05 se deben usar con cautela; CVaR 0.1 es menos confiable con
mayores grados polindmicos, mientras que CVaR 0.05 exhibe mejoras con ciertos

ajustes.
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Conclusiones generales

El presente trabajo se desarroll6 con el fin propdsito de experimentar con dos enfoques
diferentes: Optimizacién aversa al riesgo y Aprendizaje centrado en decisiones. El objetivo
era determinar qué modelos podrian manejar mejor la incertidumbre asociada con la
falta de conocimiento sobre los coeficientes del vector de costos en funciones objetivo,
particularmente en problemas como el del camino més corto y el problema de la mochila.
Se modificaron diversas variables en un caso base establecido para observar cémo estos

cambios incluian en los resultados.

En el problema del camino mds corto, se analizaron variables como el tamarfio de la red,
la cantidad de escenarios, el grado polinémico y la cantidad de atributos. Para el problema
de la mochila, se consideraron variables similares, reemplazando el tamafio de la red por

la capacidad de la mochila.

Retomando la hipétesis inicial, para el problema del camino maés corto, se confirmé que
un modelo DFL es més efectivo en enfrentar la incertidumbre, proporcionando mejores
resultados en diversas configuraciones.

Por otro lado, para el problema de la mochila, un modelo con medida de riesgo Mean
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Variance mostré resultados superiores. Sin embargo, los resultados menos favorables de
SPO podrian deberse a la escasa cantidad de puntos muestreados y/o a la naturaleza
combinatoria y no lineal del problema. Esto tltimo requerirfa una mayor investigacién

para obtener una explicacién definitiva.

Es crucial enfatizar que, aunque los modelos aversos al riesgo generalmente no mos-
traron variaciones significativas en términos de arrepentimiento entre ellos, si fueron
altamente sensibles a los parametros de la funcién objetivo, tales como € o a, afectando de
manera notable los tiempos de ejecucion. Esto subraya la relevancia de ajustar adecuada-

mente estos pardmetros al aplicar modelos de optimizacién en contextos de incertidumbre.

Es pertinente mencionar que la implementacién efectiva de los resultados obtenidos
mediante estas metodologias estd condicionada por la disponibilidad de herramientas
computacionales adecuadas que faciliten la investigacion.

Uno de los principales desafios en el aprendizaje orientado a la toma de decisiones
radica en los recursos computacionales necesarios para entrenar el modelo integrado de
prediccién y optimizacion. Este enfoque requiere resolver el problema de optimizacién
subyacente para cada muestra de datos en cada escenario, lo cual implica un coste compu-
tacional significativo, incluso para problemas de escala reducida. Este hecho represent6
una limitacién considerable durante el trabajo con el problema de la mochila aplicado a con-
juntos de datos de gran tamafio, especialmente porque se trata de un problema clasificado

como NP-dificil, por lo cual, fue necesario emplear dos sistemas computacionales.

5.1. Trabajo futuro

Para futuros trabajos, se presentan diversos desafios significativos. Primordialmente,
es esencial realizar una revision y, posiblemente, una reformulacion de la estrategia de

optimizacién empleada en el problema de la mochila bajo el método SPO+. La necesidad
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de esta accion se debe a que los resultados obtenidos divergen considerablemente de los

antecedentes documentados (Mandi et al., 2023).

En segundo lugar, en relacién con las medidas de riesgo contextualizadas, resulta
esencial implementar técnicas de aprendizaje automatico mas aptas dada la diversidad y el
volumen de los datos, con el objetivo de segmentar eficientemente la informacién contex-
tual en distintos grupos. Una técnica prometedora a considerar es DBSCAN (Density-Based
Spatial Clustering of Applications with Noise), un método de clustering no paramétrico
que se basa en la densidad y exhibe caracteristicas tinicas y avanzadas, resultando espe-
cialmente eficaz en la deteccién de clusters de diversas formas y tamafios, asi como en el
manejo de outliers de manera efectiva (Ester et al., 1996).

Se considera que las medidas de riesgo contextualizadas podrian beneficiarse considera-
blemente de una mayor cantidad de informacién clave. Aunque los métodos previamente
empleados constituyeron un primer acercamiento, posiblemente no fueron completamente

adecuados para abordar la totalidad de las complejidades presentes en el conjunto de datos.

Finalmente, un dltimo desafio dentro del presente estudio, seria fundamental estipular

resultados tedricos que establezcan una relaciéon con los enfoques empleados.
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Apéndice A

Resultados estadisticos de SPP

Estadisticos

Modelos M, O Qs IQR Min Max Bigotes Ultimo atipico
RL RA 752 428 11.05 6.77 0.00 2050 13.73 51.42
SPO RA 334 183 564 3.81 0.00 10.50 6.69 36.56
CVaR 0.05 494 281 785 5.04 0.00 1550 10.46 19.32
CVaR 0.1 494 281 785 5.04 0.00 1550 10.46 19.32
Mean Var 0.0005 4.09 213 658 445 0.00 13.00 855 50.34
Mean Var 0.001 4.09 213 658 445 0.00 13.00 855 50.34

XM, XIQR

4.82 493

Tabla A.1: Datos estadisticos de Caso Base (Grid: 5 - 5, Esc: 1000, k: 10, Deg: 8)
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Estadisticos

Modelos M, Qi Qs IQR Min Max Bigotes Ultimo atipico
RL RA 0.86 0.00 2.07 207 0.00 500 293 17.80
SPO RA 125 0.06 245 239 000 6.00 3.61 33.48
CVaR 0.05 1.67 0.69 3.64 295 000 8.00 5.05 29.66
CVaR 0.1 1.67 0.69 3.64 295 000 8.00 5.05 29.66
Mean Var 0.0005 144 030 3.02 273 0.00 750 477 41.32
Mean Var 0.001 144 030 3.02 273 0.00 750 477 41.32

XM, XIQR

1.39 2.64

Tabla A.2: Datos estadisticos con grilla 3 - 3

Estadisticos

Modelos M. Qi Qs IQR Min Max Bigotes Ultimo atipico
RL RA 854 528 1463 935 048 28.00 18.17 36.89
SPO RA 6.32 360 9.60 6.00 012 1850 12.38 27.23
CVaR 0.05 792 551 1233 6.82 0.88 21.00 13.30 29.93
CVaR 0.1 842 487 1215 7.28 0.08 23.00 15.64 39.29
Mean Var 0.0005 7.33 4.99 1021 522 0.33 18.00 1245 37.89
Mean Var 0.001 7.33 499 1021 522 033 18.00 1245 37.89

XM, XIQR

7.64 6.65

Tabla A.3: Datos estadisticos con grilla 7 - 7



Estadisticos

Modelos M, Qi Qs IQR Min Max Bigotes Ultimo atipico
RL RA 258 142 499 357 004 900 539 16.00
SPO RA 406 244 567 323 0.00 9.00 577 12.06
CVaR 0.05 493 233 782 549 000 13.00 751 19.08
CVaR 0.1 493 233 782 549 0.00 13.00 751 19.08
Mean Var 0.0005 4.30 221 6.81 4.60 0.00 10.00 5.40 31.29
Mean Var 0.001 430 221 6.81 4.60 0.00 10.00 540 31.29

XM, XIQR

4.18 4.50

Tabla A.4: Datos estadisticos con 200 escenarios

Estadisticos

Modelos M, Qi Q3 IQR Min Max Bigotes Ultimo atipico
RL RA 176 0.75 342 267 0.00 6.80 4.13 48.43
SPO RA 310 146 585 439 0.00 1150 7.11 54.30
CVaR 0.05 460 240 854 6.14 0.00 17.00 10.86 53.61
CVaR 0.1 460 240 854 6.14 0.00 17.00 10.86 53.61
Mean Var 0.0005 4.48 226 799 573 0.00 1580 10.07 49.72
Mean Var 0.001 448 226 799 573 0.00 1580 10.07 49.72

XM, XIQR

3.84 5.13

Tabla A.5: Datos estadisticos con 5000 escenarios



Estadisticos

Modelos M, Qi Qs IQR Min Max Bigotes Ultimo atipico
RL RA 264 179 367 188 0.00 680 492 7.86
SPO RA 245 136 3.62 226 0.00 7.00 474 7.94
CVaR 0.05 257 169 412 243 0.16 7.00 441 6.63
CVaR 0.1 279 177 372 195 0.00 6.50 4.55 8.61
Mean Var 0.0005 2.77 173 3.65 192 0.00 630 438 8.29
Mean Var 0.001 277 173 3.65 192 000 630  4.38 8.29

XM, XIQR

2.67 2.06

Tabla A.6: Datos estadisticos con grado polinémico 1

Estadisticos

Modelos M. Q1 Q3 IQR Min Max Bigotes Ultimo atipico
RL RA 276 161 395 234 0.00 7.01 4.67 7.01
SPO RA 216 122 341 219 0.00 6.60 4.41 6.71
CVaR 0.05 296 190 4.04 214 0.00 6.60 4.46 7.43
CVaR 0.1 276 1.84 397 213 0.00 7.10 497 7.77
Mean Var 0.0005 2.85 1.82 397 215 0.00 6.94 4.79 6.94
Mean Var 0.001 2.85 1.82 397 215 0.00 6.94 479 6.94

XM, XIQR

2.72 2.18

Tabla A.7: Datos estadisticos con grado polinémico 2



Estadisticos

Modelos M, Qi Qs IQR Min Max Bigotes Ultimo atipico
RL RA 220 112 347 235 0.00 720 485 11.03
SPO RA 246 122 392 270 0.00 790 520 9.86
CVaR 0.05 325 1.83 487 3.04 0.00 890 586 11.23
CVaR 0.1 359 206 491 285 0.00 890  6.05 12.09
Mean Var 0.0005 3.25 1.83 4.87 3.04 0.00 890 586 11.23
Mean Var 0.001 325 1.83 4.87 3.04 000 890 586 11.23

XM, XIQR

3.00 2.84

Tabla A.8: Datos estadisticos con grado polinémico 4

Estadisticos

Modelos M, Qi Qs IQR Min Max Bigotes Ultimo atipico
RL RA 205 097 328 231 0.00 7.00 4.69 10.37
SPO RA 3.06 143 456 313 000 930 6.17 23.51
CVaR 0.05 413 242 685 443 0.09 1350 8.98 21.18
CVaR 0.1 413 242 685 443 0.09 1350 8.98 21.18
Mean Var 0.0005 3.60 199 6.01 4.02 0.00 12.00 7.98 27.50
Mean Var 0.001 3.60 199 6.01 4.02 0.00 1200 7.98 27.50

XM, XIQR

3.43 3.72

Tabla A.9: Datos estadisticos con grado polinémico 6



Estadisticos

Modelos M, Q; Q3 IQR Min Max Bigotes Ultimo atipico
RL RA 310 123 583 4.60 0.00 1250 7.90 31.98
SPORA 352 181 6.73 492 0.00 13.80 8.88 57.64

XM, XIQR

3.31 4.76

Tabla A.10: Datos estadisticos con 5 atributos

Estadisticos
Modelos M, Q; Qs IQR Min Max Bigotes Ultimo atipico
RLRA 278 130 541 411 0.00 11.00 6.89 72.05
SPORA 313 184 582 398 0.00 1170 7.72 36.10
XM, XIQR
2.96 4.05

Tabla A.11: Datos estadisticos con 20 atributos



Apéndice B

Resultados estadisticos de KP01

Estadisticos
Modelos M, Q1 Qs IQR Min Max  Bigotes Ultimo atipico
RL RA 899.50 572.75 1359.00 786.25 132.00 2355.00 1436.75 3139.00
SPO RA 3453.50 2776.00 431250 1536.50 1723.00 6470.00 3205.50 8232.00
CVaR 0.05 884.00 545.00 1280.00 735.00 90.00 2335.00 1510.00 3214.00
CVaR 0.1 935.00 554.25 1403.00 848.75 94.00 2165.00 1222.25 3779.00

Mean Var 0.0005 820.50 540.25 1263.25 723.00 97.00 2338.00 1518.00 2872.00
Mean Var 0.001  820.50 540.25 1263.25 723.00 97.00 2338.00 1518.00 2872.00

XM, XIQR

871.90 763.20

Tabla B.1: Datos estadisticos de Caso Base (Cap: 120, Esc: 750, k: 5, Deg: 8)

Estadisticos
Modelos M, Q1 Qs IOR Min Max  Bigotes Ultimo atipico
RLRA 834.00 46250 131550 853.00 108.00 2580.00 1619.00 2994.00
SPO RA 3081.00 2435.75 3823.50 1387.75 1469.00 5750.00 2893.25 7518.00
CVaR 0.05 848.00 456.00 1321.75 868.75 29.00 2485.00 1590.25 3263.00
CVaR 0.1 887.00 41950 1299.25 879.75 42.00 2510.00 1588.25 3519.00

Mean Var 0.0005 784.50 52850 1226.75 698.25  80.00 2265.00 1486.75 3305.00
Mean Var 0.001  784.50 52850 1226.75 69825  80.00 2265.00 1486.75 3305.00

XM, XIQR

827.60 799.00

Tabla B.2: Datos estadisticos con capacidad 60

100



Estadisticos

Modelos M, Q1 Qs IOR Min Max  Bigotes Ultimo atipico
RL RA 865.50 57250 112450 552.00 126.00 2420.00 1742.00 3344.00
SPO RA 2641.50 2003.25 3279.50 1276.25 1175.00 5100.00 2648.75 6565.00
CVaR 0.05 808.50 546.75 1206.25 659.50 78.00 2175.00 1437.50 2875.00
CVaR 0.1 750.50 540.00 1160.50 620.50 99.00 2030.00 1310.50 3265.00

Mean Var 0.0005 749.00 51825 1065.75 547.50 198.00 1865.00 1119.50 2624.00
Mean Var 0.001  749.00 51825 1065.75 547.50 198.00 1865.00 1119.50 2624.00

XM, XIQR

784.50 585.40

Tabla B.3: Datos estadisticos con capacidad 180

Estadisticos
Modelos M, Q1 Qs IOR Min Max  Bigotes Ultimo atipico
RLRA 902.00 54275 115650 613.75 18.00 1935.00 1303.25 3723.00
SPO RA 2990.00 2522.00 3603.75 1081.75 1542.00 4199.00 1575.25 7163.00
CVaR 0.05 85450 52425 1189.00 664.75 193.00 2040.00 1182.25 2940.00
CVaR 0.1 900.50 651.75 117750 525.75 174.00 1720.00 1020.25 2949.00

Mean Var 0.0005 832.00 546.75 1101.50 554.75 230.00 1925.00 1140.25 2808.00
Mean Var 0.001  832.00 546.75 1101.50 554.75 230.00 1925.00 1140.25 2808.00

XM, XIQR

864.20 582.75

Tabla B.4: Datos estadisticos con 200 escenarios



Estadisticos

Modelos M, O Q3 IOR Min Max  Bigotes Ultimo atipico
RL RA 885.00 538.00 1335.00 797.00 81.00 2485.00 1607.00 6325.00
SPO RA 3587.50 2904.00 4398.75 1494.75 1556.00 6500.00 3449.25 10867.00
CVaR 0.05 878.00 53350 1381.00 847.50 94.00 2648.00 1706.50 5615.00
CVaR 0.1 864.00 528.00 1357.75 829.75  48.00 2590.00 1712.25 6510.00

Mean Var 0.0005 860.00 521.75 1309.75 788.00 87.00 2480.00 1605.00 3749.00
Mean Var 0.001  860.00 521.75 1309.75 788.00 87.00 2480.00 1605.00 3749.00

XM, XIQR

869.40 810.05

Tabla B.5: Datos estadisticos con 1500 escenarios

Estadisticos

Modelos M, Q1 Qs IQR Min Max  Bigotes Ultimo atipico
RL RA 28.00  21.00  40.00 19.00  3.00 68.00  46.00 79.00
SPO RA 2311.50 2129.50 2439.50 310.00 1972.00 2643.00 361.00 -
CVaR 0.05 2850  21.00  40.00 19.00  6.00 63.10  38.10 78.00
CVaR 0.1 27.00  20.00  40.00 20.00  3.00 70.00  47.00 74.00
Mean Var 0.0005  25.00 18.00  34.00 16.00  4.00 54.00  34.00 84.00
Mean Var 0.001 25.00 18.00  34.00 16.00  4.00 54.00  34.00 84.00

XM, XIQR

26.70 18.00

Tabla B.6: Datos estadisticos con grado polinémico 1

Estadisticos
Modelos M, (o) Qs IQR Min Max  Bigotes Ultimo atipico
RLRA 51.00 36.00 75.00  39.00 9.00 133.00  85.00 173.00
SPO RA 2550.50 2406.00 2782.00 376.00 2143.00 3330.00 811.00 3761.00
CVaR 0.05 48.00 33.00 66.75  33.75 7.00 101.00  60.25 181.00
CVaR 0.1 49.00 31.00 66.00  35.00 4.00 117.00  78.00 140.00
Mean Var 0.0005  46.00 33.00 63.00  30.00 1.00 105.00  74.00 126.00
Mean Var 0.001 46.00 33.00 63.00  30.00 1.00 105.00  74.00 126.00
XM, XIQR
48.00 33.55

Tabla B.7: Datos estadisticos con grado polinémico 2



Modelos

Estadisticos

M, O Qs IQR Min Max  Bigotes Ultimo atipico
RL RA 134.50 91.25 190.25  99.00 18.00 320.00 203.00 -
SPO RA 2012.00 1839.00 2242.50 403.50 1451.00 2165.00 310.50 2999.00
CVaR 0.05 140.50 102.00 186.50 84.50 14.00 274.00 175.50 492.00
CVaR 0.1 13750 9225 196.25 104.00 15.00 319.00 200.00 405.00
Mean Var 0.0005 135.00 9025 172.75 82.50 3.00 280.00 194.50 321.00
Mean Var 0.001  135.00 9025 172.75 8250 3.00 280.00 194.50 321.00
XM, XIQR
136.50 90.50
Tabla B.8: Datos estadisticos con grado polinémico 4
Estadisticos
Modelos M, O Q3 IQOR Min Max  Bigotes Ultimo atipico
RL RA 356.00 245.75 496.00 250.25 27.00 857.00 579.75 1628.00
SPO RA 2498.00 2184.75 2947.75 763.00 1530.00 3935.00 1642.00 5019.00
CVaR 0.05 360.00 248.00 548.00 300.00 29.00 1000.00 671.00 1552.00
CVaR 0.1 365.00 231.75 58275 351.00 34.00 1095.00 710.00 1436.00
Mean Var 0.0005 323.50 23225 500.00 267.75 89.00 831.00 474.25 1835.00
Mean Var 0.001 32350 23225 500.00 267.75 89.00 831.00 474.25 1835.00
XM, XIQR
345.60 287.35

Tabla B.9: Datos estadisticos con grado polinémico 6



Estadisticos

Modelos M, O Q3 IQR Min Max  Bigotes Ultimo atipico

RL RA 1165.00 737.75 1726.75 989.00 181.00 3025.00 1855.00 11935.00
SPORA  3683.50 2908.00 4813.75 1905.75 1833.00 6870.00 3131.25 17994.00

XM, XIQR

242425 1447.38

Tabla B.10: Datos estadisticos con 3 atributos

Estadisticos

Modelos M, Q1 Qs IQR Min Max  Bigotes Ultimo atipico

RL RA 668.50 477.25 1054.75 57750  61.00 1900.00 1261.50 2931.00
SPORA 318250 2635.00 3795.50 1160.50 1397.00 5500.00 2942.50 6944.00

XM, XIQR

1925.50 869.00

Tabla B.11: Datos estadisticos con 7 atributos



	Introducción
	Problema de investigación
	Revisión bibliográfica
	Aprendizaje centrado en la decisión
	Optimización aversa el riesgo

	Hipótesis y/o supuestos
	Objetivos de investigación

	Marco Teórico
	Problemas de optimización
	Camino más corto
	Mochila 0 - 1

	Medida de aversión al riesgo
	Métodos de aprendizaje
	Regresión Lineal
	K-medias
	Análisis de componentes principales

	Aprendizaje centrado en decisiones
	Criterios de evaluación

	Metodología
	Generación de datos
	Problema del camino más corto
	Problema de la mochila 0-1

	Regresiones lineales y su implementación
	Formulación lineal de la pérdida Smart ``Predict, then Optimize''
	Problema del camino más corto
	Problema de la mochila 0 - 1

	Optimización aversa al riesgo
	Valor en riesgo condicional
	Pérdida media + varianza

	K-medias

	Comparativa Empírica: Optimización Aversa al Riesgo vs. Predecir y Optimizar
	Resultados computacionales sobre el problema del camino más corto
	Medidas de riesgos + contexto
	Conclusiones para SPP

	Resultados computacionales sobre el problema de la mochila
	Medidas de riesgos + contexto
	Conclusiones para KP01


	Conclusiones generales
	Trabajo futuro

	Bibliografía
	Resultados estadísticos de SPP
	Resultados estadísticos de KP01

