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Resumen

Lidiar con parametros desconocidos en problemas de optimizacién es un desafio impor-
tante y ha sido bien estudiado en la literatura. Una forma de enfrentar este problema es a
través de un marco denominado Predict then Optimize, es decir, primero se predicen estos
costos a través de observaciones histéricas y luego se utilizan las predicciones para tomar
una decisién en un problema de optimizacién. Sin embargo, las decisiones producidas por
este marco pueden ser altamente sensibles a los parametros inciertos, ya que minimizan el
error de prediccion y no el error de decision.

Es por esto que recientemente se han hecho esfuerzos para construir modelos predictivos
enfocados en minimizar el error de decisién. Este marco es conocido como Smart Predict
then Optimize (SPO). El objetivo es minimizar una medida de arrepentimiento (o regret) en
las decisiones tomadas con predicciones. En esta tesis se formula el problema que minimiza
el regret esperado de forma exacta como un modelo de optimizacién binivel pesimista. Este
problema es reformulado utilizando argumentos de dualidad, obteniendo como resultado
un problema de optimizacién cuadratico no convexo. Es conocido que tanto los problemas
de optimizacién binivel como los problemas de optimizacion no convexos son generalmente
dificiles de resolver.

Se muestran diferentes modelos y extensiones del problema binivel pesimista. Entre ellos,
algunos modelos de referencia presentes en el estado del arte como el modelo de minimos
cuadrados ordinarios y el enfoque propuesto por Elmachtoub y Grigas (2022) (SPO+). Por
otro lado, también se muestran extensiones del modelo pesimista como ~-fija y el modelo
penalizado, los cuales son restricciones del problema exacto. Ademas, se presenta un método
que tiene como objetivo la linealizacién del problema de optimizacién cuadratico no convexo.

Finalmente, se muestran varias técnicas computacionales para lograr la escalabilidad de
los métodos propuestos. Se reportan extensos resultados computacionales aplicados al proble-
ma del camino mas corto en instancias de datos generados sintéticamente. Estos resultados
indican que el enfoque propuesto en esta tesis puede mejorar el rendimiento en el conjunto
de entrenamiento en comparacién con SPO+, un método de vanguardia para el aprendizaje
centrado en decisiones.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Problema de investigacion

Los problemas de optimizacién a menudo involucran parametros desconocidos. Un enfo-
que comunmente aplicado para enfrentar este problema es utilizar observaciones anteriores
de estos parametros y realizar predicciones antes de optimizar. Una propiedad importante de
este marco, denominado Predict then Optimize, es que optimiza el error de prediccion, lo que
no necesariamente produce las mejores decisiones bajo la incertidumbre de los parametros.

Por ejemplo, una aplicacién es el problema del camino mas corto, donde los tiempos de
los arcos no son conocidos con exactitud, pero se pueden predecir a partir de un set de datos
(hora, trafico, dia, informacién del GPS, etc.). Una vez obtenidas las predicciones de los
tiempos de los arcos, se puede tomar la decision sobre el camino mas corto.

El problema que se abordard en esta investigacion tiene dos ingredientes principales: 1)
una base de datos que permita construir un predictor que estime los parametros desconocidos
y 2) un modelo de optimizacién cuya funcién objetivo es lineal denominado como problema
nominal.

Como alternativa al marco Predecit then Optimize, Elmachtoub y Grigas (2021) [5] pro-
pusieron el marco Smart predict, then Optimize para generar modelos de prediccion que
minimicen el error de decisién. Aqui, se disena un modelo de predicciéon minimizando una
funcion de arrepentimiento o regret. Este mide el exceso de costo que incurre en la decisién
debido al error de prediccion. El problema resultante se puede formular como un problema
de optimizaciéon pesimista binivel no convexo. Sin embargo, estos autores no resuelven el
problema de optimizacion exacto, sino que buscan funciones que aproximan este regret.

Esta investigacién se enfoca en evaluar la dificultad de resolver el problema exacto, evaluar
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diferentes métodos de solucién de optimizacion binivel pesimista y comparar sus resultados.
Para resolver el problema exacto, se buscara adaptar técnicas de optimizacién no-lineal,
como convexificaciéon y heuristicas, al contexto descrito. Estos métodos seran aplicados al
problema de optimizacién del camino més corto (problema nominal).

Los aportes de este trabajo son los siguientes: 1) formular el problema de minimizar el
regret como un problema pesimista de optimizacién binivel; 2) reformular el problema binivel
pesimista como un programa cuadratico no-convexo restringido cuadraticamente (QCQP, por
sus siglas en inglés), que puede abordarse mediante la tecnologia de optimizacién actual para
tamanos moderados; 3) proponer heuristicas para mejorar el procedimiento de solucién de
la reformulacién cuadratica; 4) llevar a cabo un estudio computacional integral en instancias
del problema del camino més corto.

1.2. Revision Bibliografica

Los métodos desarrollados para entrenar modelos de prediccion centradas en decisiones
se basan principalmente en estimar el gradiente de cémo las predicciones afectan a una fun-
cién de pérdida especifica. El principal desafio en estos enfoques es estimar los cambios en la
solucién éptima con respecto a los parametros del modelo, conocidos como mapeo de optimi-
zacién. Segun un survey reciente [21], estos métodos se pueden clasificar en dos categorias:
aquellos que resuelven una funcién de pérdida sustituta que aproxima el regret, como se
discute en [5, 23, 19]; o aquellos que calculan el gradiente de los mapeos de optimizacién
de manera analitica, como en [2], o una versién suave del mapeo de optimizacién, como se
observa en [27, 20, 7].

Para entender mejor la primera categoria, se explicaran algunos articulos relacionados a
ella. Uno de ellos es el articulo [5], aqui se presenta un marco general denominado Smart
Predict then Optimize que tiene como objetivo entrenar modelos de prediccion que utilicen
de forma eficaz el problema de optimizaciéon nominal. Los autores definen una funcion de
pérdida (SPO), que es una representacion del regret. Esta mide el error de decisién en el
vector de costos de un problema de optimizacién lineal, convexo o entero. Este problema
resultante puede ser formulado como un problema de optimizacién binivel pesimista, que es
en general no convexo. Esto puede generar que la resolucion de esta funcién pueda ser un
reto. Para facilitar lo mencionado anteriormente, los autores formulan una funcion de pérdida
denominada SPO+, que es una cota superior que aproxima la funcién SPO. Por lo tanto,
estos autores no resuelven el problema de optimizacion binivel exacto, sino que formulan una
aproximacién convexa que puede ser utilizada en cualquier implementacién del método del
gradiente estocéstico.

La funcién de pérdida SPO+ ha sido utilizada en varias investigaciones. Una de ellas
consiste en desarrollar un método de aprendizaje activo para SPO+ que mejore la obtencién



Capitulo 1. Introduccion 1.2. Revision Bibliogréafica

de etiquetas en conjuntos de datos no etiquetados [17]. Otros ejemplos estan dados por la
creaciéon de una metodologia manejable llamada SPO Trees (SPOT) para entrenar arboles
de decisién a partir de SPO+ [6] y la utilizacién de SPO+ en problemas practicos de toma
de decisiones estocdsticas [14].

Otro articulo que cae en la primera categoria es [23], aqui utilizan un enfoque de contraste
de ruido para desarrollar una familia de funciones de pérdida basadas en soluciones no épti-
mas, que son consideradas como ejemplos negativos. Junto con esto, los autores proponen
la creacién de una memoria caché de soluciones, almacenando soluciones previas durante el
entrenamiento. Sus resultados muestran que las predicciones generadas mediante esta técnica
tienen la misma o mejor calidad que los métodos actuales, y reducen significativamente el
tiempo de calculo. En el articulo [19] desarrollaron funciones de pérdida mediante la clasifi-
cacién de puntos, parejas y listas, basadas en lo propuesto por [23]. Los autores observaron
que el aprendizaje con enfoque en la toma de decisiones tiene como objetivo aprender una
funcién objetivo que clasifica correctamente los puntos factibles.

La presente tesis tiene un enfoque distinto a las categorias mencionadas anteriormente.
El problema es planteado como un problema de optimizacién binivel pesimista y, mediante
el uso de argumentos de dualidad, se formula como un modelo cuadratico no convexo de
un solo nivel. Un método similar fue propuesto por [10]. En este tltimo, plantean el proble-
ma, no explicitamente, como uno binivel optimista y utilizan una reducciéon simbdlica para
resolver este problema. Su objetivo es obtener soluciones globales de SPO vy, asi, resolver
analiticamente la optimizacién inferior. El programa resultante se puede formular como un
programa lineal de enteros mixtos (MILP) que se resuelve de forma éptima global.

La reformulacién de modelos de optimizacion binivel ha sido estudiada por varios autores
en la literatura. Estas reformulaciones, en ciertas ocasiones, tienen como objetivo la reduc-
cién de niveles del problema de optimizacién. Por ejemplo, en [28] se resuelve un problema
de optimizaciéon binivel pesimista a través de una reformulaciéon que tiene como objetivo
reducir el problema binivel a uno de un solo nivel. Este autor menciona que los problemas
de optimizacion binivel pesimistas son problemas de tres niveles. Por lo tanto, en la primera
reduccién de nivel utiliza una relajacién ajustada y, para la segunda reduccién, utiliza el
método de reformulacion KKT.

A pesar de que en [3] también realizan una reduccién de nivel, los autores se enfocan en
un problema binivel con incertidumbre derivada de la racionalidad limitada en la toma de
decisiones del problema superior (lider). A diferencia de [28], los autores de [3] no mencionan
que el enfoque pesimista es de tres niveles, por lo tanto, utilizando el método de reformula-
cion KKT, hacen una sola reduccion del problema binivel robusto en uno de un solo nivel.
Estos dos modelos resultantes de la reformulacién de un problema binivel son posibles de
resolver en softwares comunes como Python y Gurobi [8], lo que facilita su implementacién
en programacion y aumenta su accesibilidad.

Adicionalmente, existen otros métodos para resolver el problema exacto que son conocidos
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en la literatura. En particular, el método de penalizacién [1] se aplica a problemas biniveles
pesimistas. Este consiste en transformar este problema binivel pesimista en uno de un solo
nivel mediante la teoria de dualidad fuerte de programacioén lineal. En este método [1], los
autores asumen que existe un penalizador x que resuelve el problema de un solo nivel. Este
método, al igual que los de [28] y [3], también es posible de resolver en softwares comunes,
pero no asegura que deje de existir la no convexidad del problema.

En este contexto, existen métodos para “eliminar” la no convexidad y transformar esta
reformulacion en un problema lineal. Uno de estos es utilizar las envolturas de McCormick
(1976) [22], las cuales son un tipo de relajacién convexa utilizada para la optimizacién de
problemas de programaciéon no lineal. Una diferencia entre el método de penalizacién y las
envolturas de McCormick, es que el primero es aplicado al problema original binivel pesimista
y, el segundo, es aplicado a la reformulacién no convexa obtenida de este problema. A pesar
de sus diferencias, un objetivo en comun entre ambos métodos es disminuir la complejidad
de resolver el problema exacto.

1.3. Hipodtesis y Supuestos

La principal hipotesis de esta tesis es que es posible encontrar y analizar diferentes for-
mulaciones que resuelvan el problema de optimizacion binivel pesimista que minimicen el
error de decisién de forma precisa y eficiente. Al entender el modelo matematico y resolver
de forma exacta el problema de optimizacion binivel pesimista, se espera obtener mejores
algoritmos y encontrar mejores predicciones al momento de tomar decisiones. Al comparar
las formulaciones encontradas, se espera que la formulacién exacta sea la que tenga un mejor
rendimiento, bajo diferentes criterios, que las demas formulaciones.

Los supuestos de esta tesis consisten en cuatro: 1) el problema nominal es un problema de
programacion lineal con regién acotada (tal como se puede modelar el problema del camino
mas corto); 2) la incertidumbre solo afecta al vector de costos; 3) el modelo de aprendizaje
es un modelo lineal; y, 4) se dispone de una base de datos que permite calibrar dicho modelo.

1.4. Objetivos de investigacion

El objetivo general de esta investigacion es resolver de manera eficiente y exacta el modelo
que minimiza el error de decisién a través de un problema de optimizacion binivel pesimista.
Los objetivos especificos son:

1. Desarrollar el modelo de optimizacién binivel pesimista exacto del error de decision.
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2. Derivar reformulaciones no lineales del problema estudiado.
3. Disenar y testear aproximaciones exactas y eficientes del problema.

4. Comparar reformulaciones y aproximaciones encontradas con métodos existentes que
resuelven este problema.
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Marco teorico

2.1. Modelos de aprendizaje

Los modelos de aprendizaje automatico, o de Machine Learning, han sido muy importan-
tes en los ultimos anos y, sin duda, lo seguiran siendo en el futuro. Se ha visto un crecimiento
significativo en la aplicacién de estos modelos en diferentes areas de conocimiento. En estos
modelos, existen al menos dos enfoques de aprendizaje que son importantes de mencionar
en esta investigacion: el enfoque en la prediccién y el enfoque en la decision.

El enfoque de prediccion tiene como objetivo predecir costos a partir de un set de datos
conocido y luego utilizar estos en un problema de optimizacién. Asi, al utilizar un algoritmo
de prediccion, estos aprenden y buscan relaciones entre los datos y los parametros a predecir.
Este enfoque es generalmente conocido como Predict then Optimize [5]. Una forma de realizar
estas predicciones pueden ser regresiones lineales, drboles de decision y redes neuronales.

El enfoque de decisién o Decision-Focused Learning (DFL) se enfoca en que las prediccio-
nes realizadas son parte de un problema posterior especifico. En este paradigma se considera
que los parametros predichos serdn parte de otro problema en el cual se deben tomar deci-
siones. En este enfoque, segtin [27], en el proceso de toma de decision se integra la prediccion
y optimizacién en un tunico sistema end-to-end. Es decir, el modelo predictivo se entrena
considerando la calidad de las decisiones del problema de optimizacion. Por ejemplo, este
enfoque puede ser utilizado en problemas como planificacién de rutas, gestién de inventario
y teoria de juegos.
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2.2. Optimizacion binivel

Los problemas de optimizacion binivel son problemas jerarquicos en donde sus restriccio-
nes son definidas, en parte, por otro problema de optimizacién. Los tomadores de decisién
en el nivel superior y en el nivel inferior son llamados lider y seguidor, respectivamente [4].
Estos toman sus decisiones individuales en secuencia con el fin de optimizar sus respecti-
vos objetivos. El problema de nivel inferior puede tener miltiples soluciones, por lo que es
dificil para el lider predecir que decisiéon va a tomar el seguidor y, asi, es dificil determinar
la solucién del lider.

Por estos motivos, dos de los enfoques del problema de optimizacién binivel son el opti-
mista y el pesimista. En el primero, el lider asume que el seguidor tomara la mejor decisién
que favorezca a su toma de decision. Mientras que en el segundo enfoque, el lider asume que
el seguidor tomard la decisiéon que mas perjudique a su toma de decisiéon. En general, un
problema de optimizacién binivel optimista puede ser descrito como

min  F(z,y)
Y (2.1)
sa. G(z,y) <0,y € ¥(x),

con ¥(z) el conjunto de soluciones de un problema de la forma

min  f(x,y)
v (2.2)
sa. g(z,y) <0

Acé, (2.1) es el problema de nivel superior, (2.2) el problema de nivel inferior, x son las
decisiones del lider e y las del seguidor. El enfoque optimista ha sido bien estudiado en la
literatura, y actualmente se pueden resolver un gran niimero de instancias. La optimizacién
binivel optimista es NP-hard aun cuando los problemas de nivel superior e inferior son
lineales. Incluso tener formulaciones compactas/eficientes puede ser una tarea dificil [12].
Consulte [11] para obtener un survey reciente sobre técnicas de programacién entera mixta
en optimizacion binivel.

Por otro lado, el enfoque pesimista no ha sido muy estudiado. En esta tesis se quiere
abordar una clase de problemas que pueden ser modelados usando el enfoque pesimista
para poder generar modelos predictivos que sean, en cierto sentido, robustos. Los modelos
pesimistas tienen la forma

i
sy Fey) 24)
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donde X' := {z : G(z) < 0} son las restricciones del lider, y ¥(x) es el conjunto de soluciones
6ptimas del problema (2.4).

min  f(z,y)
y (2.4)
sa. g(z,y) <0

Como se menciona anteriormente, el problema binivel optimista es dificil de resolver.
Sin embargo, una creencia comun es que el enfoque pesimista es mucho mas dificil que el
optimista [28]. La necesidad de establecer el problema con enfoque pesimista fue planteada
por primera vez por [13] y luego ha sido estudiado en varios articulos (por ejemplo, [18, 1]).
En los articulos [26, 15, 16] se puede obtener informacién sobre el contexto tedrico y métodos
para problemas de optimizacién binivel pesimista.

2.3. Configuracion del problema

Para esta investigaciéon se considera un problema de optimizacién nominal que tiene una
funcién objetivo lineal descrito como

P(c): z*(c) = minc'v (2.5)

veV

En este trabajo, V' es un politopo no vacio, es decir, un poliedro acotado no vacio. Para un
¢ dado, se define V*(¢) como un conjunto de soluciones éptimas para (2.5). Particularmente,
el problema nominal (2.5) en este trabajo serd el camino més corto que describira en detalle
en la siguiente Subseccion 2.4. En este problema, se utilizara Decision-Focused Learning. En
adelante, se denota como e € E los elementos del conjunto de arcos del grafo dirigido G,
h € H los elementos del conjunto de atributos, n € M a los nodos del grafo dirigido e 1 € N
el conjunto de observaciones.

En esta configuracion del problema, el valor de ¢ € R™ no es conocido, pero se puede
crear un predictor mediante bases de datos de la forma D = {(z¢, ")}, con observaciones
histéricas de ¢ y vectores de caracteristicas z € RX. El predictor se denominard como

m(w, z'). Por ejemplo, en el caso de una regresién lineal, se tiene que m(w, z*) = wy + w 'z’

Dadas estas observaciones, es posible medir empiricamente la sensibilidad de las decisiones
tomadas a partir de las observaciones. Esta medicién tiene el nombre de regret promedio
[19, 23] definido como
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. 1 iTi k(i
max — ot — M)

N % ( ) (2.6)

sa. v € V*(m(w,2")) Vie[N]

La funcién objetivo compara el valor de la solucién éptima 2*(c?) con el valor ¢'"v?, el
cual es el costo “real” de una solucién que es éptima para la prediccion m(w, x?). El ideal es
encontrar los pardmetros del modelo m de tal manera que se minimice el regret (2.6). Para
encontrarlos se debe resolver el siguiente problema de optimizacion binivel pesimista:

’ ¢ 1 i1, *( 0
min  max NZ<C v —2"(c")) (2.7)

w  vteV*(m(w,x?)) N
i

En (2.7) hay tres problemas de optimizacién involucrados: 1) el problema de nivel inferior
que optimiza m(w,x?) sobre V; 2) considerando todas las posibles soluciones 6ptimas de
este tltimo, utilizar la que tiene el maximo (o el peor) regret. Este corresponde al enfoque
pesimista de la formulacién binivel. 3) Minimizar el regret pesimista utilizando w como
variable. En lo que sigue, se utilizara la siguiente notacién para los costos predichos & :=

ZheH xZWh = m(w, 9‘71)

Ejemplo Para ilustrar la relevancia del enfoque pesimista, considere el siguiente problema
de optimizacién de dos variables

min c¢jv; + caUs
v

S.t. 1 + (%) S 1 (28)

vy, v 2> 0.

Suponga que se tienen las dos siguientes observaciones de los vectores de costos reales con
una Unica caracteristica

- () @) e

donde cada vector de caracteristicas corresponde a un atributo relacionado con una coorde-
nada. El objetivo es estimar un modelo de regresién lineal m(w, z;) = ¢;(w) = wo + w1,
uno por coordenada. Notar que se puede asumir, sin pérdida de generalidad, que |w;| < 1
para ¢ =0, 1.



Capitulo 2. Marco tedrico 2.4. Problema del camino mas corto

La solucion 6ptima en el enfoque optimista se obtiene configurando wy = w; = 0, ya que
V(0) = V (es decir, cada v € V es éptimo). La versién optimista “adivina” la solucion
optima correcta y, por lo tanto, el regret optimista es igual a 0. Sin embargo, los valores para
esta solucién evaluados en la versiéon pesimista son 4 para el vector de costos ¢! y 3 para 2,
lo que conduce a un regret promedio de 3,5.

Es importante destacar que la regresion lineal clésica tiene un mejor desempeno en términos
de regret pesimista. De hecho, el estimador de minimos cuadrados ordinarios (MCO) de esta
regresion es wy = —3,156, w; = 0,253, lo que produce un regret promedio de 0.5.

Al resolver la formulacién binivel pesimista exactamente, se obtiene un regret de 0.25. Una

solucion optima aqui es wy = —1, w; = 0,125: con estos valores, los costos predichos son
et = (=0,875,—1)", ¢ = (—=1,—1,125)". Nétese que esta no es la tnica solucién éptima
para este ejemplo. Si se considera wy = —3,125, w; = 0,1, también se obtiene un regret

pesimista igual a 0.25. Se muestran las diferentes soluciones y observaciones en la Figura 2.1,
donde las estrellas verdes corresponden a cada coordenada de la observacién 1 (2!, c!) y los
cuadrados negros corresponden a la observacién 2 (z?, ¢?).

lllustrative example

_10_
_15_
—-2.0 - ] Y Obs. 1
Il Obs.2
© 55 -@®- Linear regression
& —____ Regret minimizer
~~~~~~~ --¥- Another regret minimizer
-3.01 W T e——l RTTRRTEPRRRTED 4 v 9
..‘..:—-.'__;~~
D D (e b ?
~3.5- * *
~4.0- *

Figura 2.1: Regresién lineal y minimizador de regret en el ejemplo numérico.

2.4. Problema del camino mas corto

Un grafo dirigido estd compuesto por un conjunto de nodos (M), relacionados entre si a
través de un conjunto de arcos (£). Dados costos en los arcos, el camino més corto (Shortest

10
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Path), consiste en encontrar el camino més corto entre un punto inicial (s) y un punto final
(t) en un grafo dirigido. Por lo tanto, cuando los costos en los arcos no son conocidos, es
posible aplicar el enfoque de Decision Focus Learning en este problema.

Este problema comparte un conjunto de restricciones y una funciéon objetivo que son, en
su mayoria, similares en todas las posibles formulaciones. La funcién objetivo del problema
busca minimizar los costos asociados a la ruta escogida, mientras que las restricciones tipica-
mente consisten de la especificacién de los nodos de inicio y final, el flujo y la naturaleza de
las variables. Ademas, existen formulaciones que consideran restricciones adicionales como,
por ejemplo, de capacidad, tiempo, evitar ciertos nodos, o restricciones especificas al con-
texto en el que se aplica este problema. Es bien sabido que este problema se puede formular
como un programa lineal utilizando una matriz de restricciones totalmente unimodular de
la siguiente forma

mvm E CikUjk

(4,k)eE
1sij=s
2.10
s.a. Z Vjk — Z Vg > —1lsij=t ( )
(4;k)EE (k,j)€E 0 en otro caso

Uik Z 0 \V/(j,k) €EFE

Sin embargo, la regién factible puede no estar acotada, ya que el grafo subyacente puede
tener ciclos, lo que conduce a un problema no acotado. Para aplicar este marco de trabajo
(basado en argumentos de dualidad), es necesario asumir que no existen ciclos negativos para
cada prediccién posible m(w, ), ya que en la configuracién del problema se asume que V' en
(2.5) es no vacio y acotado. Por esta razén, se utiliza el siguiente supuesto.

Supuesto 1 El grafo subyacente G que define el camino més corto es aciclico.

Bajo este supuesto, se puede formular el problema del camino mas corto como (2.11), y
cada punto extremo 6ptimo serd un vector binario que indica el camino mas corto.

Hlvln E CikUjk

(k)EE
1sij=s
sa. Y vp— Y Uk > —1sij=t (2.11)
(G,k)EE (k,j)EE 0 en otro caso

Vjk <1 V(], k?) ek
Vjg = 0 \V/(j, k) ekl

La matriz A es unimodular |E| x |M|, y b un vector de dimensién |M|. Notar que es

11
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posible eliminar una de las restricciones de flujo asociadas al nodo inicial o final, ya que
existe una dependencia lineal entre ambas. Por lo tanto, existe un problema equivalente al
anterior donde solo se consideran las restricciones asociadas a todos los nodos menos al de
término ¢. Asi, se obtiene (2.12) equivalente a (2.11).

Hlvln E CikVjk

(4,k)er
lstj=s
o >
5. Z Uik Z Uk = { 0 en otro caso (2.12)
(j,k)eFE (k,j)eEE

Vg < 1 V(j, k?) eFE
vE >0 V(. k)€ B

En adelante se utilizara la notacion Av > b en referencia a las restricciones de flujo del
camino mas corto.

12



Capitulo 3

Modelos y extensiones

3.1. Modelos de referencia

Para comparar el rendimiento de los modelos presentados en esta tesis, se tomardan como
referencia modelos que se encuentran actualmente en el estado de arte. Se utilizardn dos de
estos: Minimos cuadrados ordinarios (MCO) y el presentado en [5] (SPO+).

3.1.1. Minimos cuadrados ordinarios

El método de minimos cuadrados ordinarios (MCO) es un tipo de regresion lineal multiple
[9]. La regresiones lineales han sido ampliamente estudiado en la literatura. Por ejemplo, se
tiene la regresion lineal multiple:

Ui = Bo + 51%‘1 + 52951'2 + -+ @ﬁm (3.1)

Siendo [y . .. 8, los coeficientes de la regresién y x;1 . . . z;, los atributos de la regresion. Los
coeficientes de la regresion son escogidos de forma que se minimiza la suma de la diferencia
entre los datos reales y; y las predicciones y; como se muestra en (3.2).

mgn > (yi — i) (3.2)
=1

Usando la notacién del problema actual, se quiere predecir los costos ¢ para cada arco
e de las observaciones ¢ a partir de atributos z}, y coeficientes wy,. Por lo tanto, se puede

13
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escribir el modelo de MCO para este problema como (3.3).

w

n}ul'n Z(c’ —¢")? = min Z(C’ — (m(w, z"))? (3.3)

3.1.2. SPO+

Como se menciona anteriormente, otro modelo que es parte del estado del arte es el pro-
puesto en [5]. Este, denominado SPO+, es una funcién de pérdida que aproxima la funcién
SPO, siendo una cota superior de ésta. Especificamente, se utilizard la férmula de la Propo-
sicién 7 de [5]. Para adaptar la funcién de pérdida SPO+ al problema actual de este trabajo,
se debe considerar que cuando el problema nominal es presentado como un problema lineal
(LP), evaluar la pérdida de SPO+ también lo es. La funcién SPO+ es:

) — méx {eTo — 26T Ao () — o
lgpo4(c,¢) = méx {cTv —2¢Tv} 4 2¢Tv*(c) — 2" (c) (3.4)

Siendo ¢ los costos predichos por m(w,z), v*(c) una solucién del camino més corto y
z*(c) el largo del camino més corto. Con v*(c) y 2*(c) valores conocidos obtenidos a partir
de los costos reales c¢. El primer término se puede reemplazar cuando V' es un politopo de la
forma {Av > b,v > 0}, utilizando dualidad:

méx {cTv — 2¢Tv} = min pTb
vev , (3.5)
sa. ATlp<c—2¢

Con esto, el problema de optimizar la funciéon de pérdida SPO+ en promedio queda:

N
1 . . . 4
’ sz 2%1’ LR AN K )
min ;le +2¢ v (") — 2*(c")

sa. Alp' < —2¢ Vie{l,...,N}

(3.6)

Aplicando el mismo procedimiento al camino mas corto y reemplazando por las predic-
ciones de los costos, es decir, ¢ = wz, queda el problema presentado en (3.7).

14
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r{dnpn % Z pl+2 Z Z wlywn) vl — 2 () (3.7a)

eceE heH
m“@—@g%—QZp@% Vie NV(jk)=ecE (3.7h)
heH
pi=0 Vie N (3.7¢)

Notar que para la adaptacién del presente problema al modelo de SPO+4, se utilizo la
formulacion del camino mas corto que no incluye las restricciones de flujo para el nodo de
término ¢ (2.12). Es por este motivo que es necesario incluir la restriccién (3.7¢), que impone
que las variables duales asociadas al nodo ¢ son iguales a 0. Lo que también se ve reflejado
en la funcién objetivo (3.7a), que solo tiene variables p asociadas al nodo inicial s.

3.2. Modelo binivel pesimista exacto

A continuacién, se mostrard la formulacion del problema en un modelo binivel pesimista
exacto, el cual posteriormente se reformulard a un problema de un solo nivel. Ademsds, se
mostraran extensiones y variaciones del mismo problema exacto utilizando otros métodos de
formulacién.

3.2.1. Formulacion binivel pesimista

El modelo binivel pesimista exacto formulado es de la forma

| X
’ 7 _ iNT @
minméx E_l ('

sa. v €argmin m(w,2) ¥

. (3.8)
sa. A" >0 Vie N
<1 Yie N
>0 Yie N

Recordar que e € F son los elementos del conjunto de arcos del grafo dirigido G, h € H
los elementos del conjunto de atributos, n € M a los nodos del grafo dirigido e ¢+ € N el
conjunto de observaciones.
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3.2.2. Reformulacion exacta

Uno de los objetivos de esta investigacion es resolver de forma exacta el problema presen-
tado en (3.8). Para ello la metodologia a utilizar sera la disminucién de niveles del problema
binivel pesimista a través de la dualizacion en dos pasos del problema anterior. Este enfoque
es comunmente utilizado para resolver problemas optimistas de dos niveles que involucran
problemas convexos de nivel inferior. Aqui, se busca reformular el problema de nivel inferior
con sus condiciones de optimalidad (Karush-Kuhn-Tucker o KKT) [11]. Es decir, el primer
paso es obtener el dual del problema inferior utilizando dualidad fuerte y, el segundo paso
consiste en obtener el dual del problema obtenido en el primer paso.

Dado que la regién factible del problema de nivel inferior en la ecuacién (3.8) es un
politopo no vacio, que no se ve afectado por w, se puede aplicar dualidad de programacion
lineal (LP) y reformular (3.8) de la siguiente manera

N
ngn Iglpagf %;(ci)nﬁ (3.9a)
sa. Av' >b Vie N (3.9b)

v <1 Vie N (3.9¢)

v >0 Vie N (3.9d)

ATpl 4 of < m(w, 2h) Vie N (3.9¢)

p'>0 Vie N (3.9f)

a' <0 Vie N (3.92)
m(w,2) v <bTpt+ 1T Vie N (3.9h)

En la formulacion (3.9), las restricciones (3.9b)-(3.9d) son las correspondientes a factibi-
lidad primal, las restricciones (3.9¢)-(3.9g) corresponden a factibilidad dual y la restriccién
(3.9h) impone dualidad fuerte. Cabe mencionar que comtinmente dualidad fuerte es repre-
sentada con un signo de igualdad (=), sin embargo, la desigualdad > siempre se cumple
debido a dualidad débil.

El problema de maximizacién interno de (3.9) es un problema de programacién lineal
(LP), que es factible para cada valor de w (es un sistema primal-dual que siempre tiene una
solucién). Ademads, dado que la funcién objetivo en (3.9a) solo involucra las variables v, que
estan acotadas, se cumple dualidad fuerte y es factible aplicar dualidad nuevamente.

Ademas, bajo el Supuesto 1 del camino mas corto, el problema de maximizacién interno en
(3.9) siempre tiene una solucién 6ptima binaria, ya que su regién factible es una formulacién
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extendida de la cara optima del problema de nivel inferior. A partir de esta discusion, se
puede garantizar que la formulacién (3.10) es valida para el problema del camino més corto
con costos inciertos. Esto conduce a la siguiente reformulacién de (3.9).

N

‘ ¢ T, 1 ANPY: Tpi

min min Zl(b p+mw, ') 6 +1'0%) (3.10a)
) o ) 1 .

sa. ATp' +m(w, 2"y + 60" > Ncl Vie N (3.10Db)

A" — by >0 Vie N (3.10c)

— 4146 <0 Vie N (3.10d)

p <0 Vie N (3.10e)

8§~ 60">0 Vie N (3.10f)

Por lo tanto, la reformulacion exacta que se utilizara en esta investigacién y que pos-
teriormente serd comparada con otros métodos y reformulaciones es la mostrada en (3.10).
Este es un problema de un solo nivel cuadratico no convexo y, por lo tanto, dificil de resolver.

3.2.3. ~-fija

Este modelo nace al fijar la variable 4* del problema exacto (3.10), en una sola variable
para todas las observaciones ¢ € N. Se formula de la siguiente manera

N

‘ ’ T, ANPY: Tpit
min min Zl(b p+mw, ') 6 +1'0%) (3.11a)

) . . 1 .
sa. ATp' +m(w, 2y + 6 > Ncl Vie N (3.11Db)
A" —by >0 Vie N (3.11c)
—v+6<0 Vie N (3.11d)
p <0 Vie N (3.11e)
8 v,0° >0 Vi e N (3.11f)

Por lo tanto, como se puede observar, la tnica diferencia entre el modelo exacto y el
modelo v-fija (3.11), es la dimensién de la variable . Esta diferencia, no necesariamente dis-
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minuye la dificultad de resolucion del problema, ya que sigue siendo un problema cuadratico
no convexo en la funcién objetivo (3.11a) y en una de las restricciones (3.11b).

3.2.4. Modelo Penalizado

Usando el método penalizado de [1], se propone la siguiente formulacién

N

o T T si 4 1Tpi
minmfn Zl(b p+mw, ') 6 +1'0)

sa. ATp' +m(w, 2"k + 60" > ch Vie N

A8 — b > 0 Vie N (3.12)
—k1+6°<0 Vie N
<0 Vie N
9’6 >0 Vie N

En este problema (3.12), se fijan las variables 4* del problema reformulado exacto (3.10)
tal que todas estas variables tengan un valor fijo x mayor que 0. Este pardmetro « se esta-
blece antes de la optimizacién y puede ser visto como un hiperpardmetro del problema de
optimizacién.

Esta formulacion es una versiéon restringida, correspondiente a una porcién de la for-
mulacién (3.10). En consecuencia, al adoptar este enfoque, se resuelve un programa de op-
timizacién con un objetivo cuadratico no convexo y restricciones lineales. Se observa que
este enfoque conduce a un problema que no representa una penalizacién tradicional (que
normalmente produce relajaciones), sino més bien una restricciéon del problema. El término
“penalizacién”, empleado en [1], se deriva de (3.12), siguiendo un enfoque similar al descrito
en la Subseccién 3.2.2. La diferencia radica en aplicar una penalizacién a (3.9h) utilizando
r antes de aplicar dualidad por segunda vez.

Se puede observar que el modelo v-fija es un problema intermedio entre el problema
exacto (3.10) y el modelo penalizado (3.12). La diferencia entre vy-fija y el penalizado, es que
en el primero v es una variable, mientras que en el segundo, esta variable es reemplazada
por una contante . Por lo tanto, se puede decir que el modelo penalizado es una restriccion
del problema exacto, y y-fija es un problema intermedio.

Proposicion 3.1 El modelo penalizado es una restriccion del modelo v-fija, y este ultimo
es una restriccion del modelo exacto.
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3.2.5. Envolturas de McCormick

Las envolturas de McCormick o McCormick Envelopes [22], es un tipo de relajacién
convexa utilizada para aproximar problemas de optimizacién no lineales mediante funciones
lineales. Los problemas de optimizacién no convexos pueden ser dificiles de resolver, por lo
que una forma de disminuir su dificultad es mediante la convexificacion o linealizacion.

En términos generales, este método consiste en construir una envoltura concava y convexa
alrededor de la funcién no convexa que limita el espacio de solucién factible. En el caso
cuadratico, se busca aproximar la relacion [ = zy a través de restricciones lineales. Estas
restricciones se obtienen a partir de los limites inferiores (L) y los limites superiores (U) de
cada variable de (.

La derivacién de estas restricciones es de la siguiente forma: sea y, z variables parte de
un término no lineal [ = yz. Se sabe que la variable y estd entre los valores L, <y < U, y
z entre L, < z < U,. Por lo tanto, L,,U,, L, y U, son cotas de las variables y son valores
reales conocidos. Por lo tanto se tiene que:

<
|
~
<

IS

AVARAVARAVARV]
o o o o

—~~ I~ —~
&
[
IS
— — ~— ~—

Se puede observar que cualquier producto entre los términos anteriores es no negativo.
Si se toman los primeros dos términos (3.13a) y (3.13b) y se multiplican entre si se obtiene:

(y—L,)(#—L,)>0 <= (yz—yL,—Lyz+L,L,) >0 (3.14)

Pero en (3.14) atin se tiene el término no convexo yz, por lo que se define una nueva
variable tal que § = yz, que al reemplazarla se tiene una expresion lineal:

(B—yL.—Lyz+LyL.) >0 < §>yL.+ L,z — L,L, (3.15)

Siguiendo el mismo procedimiento con los otros tres productos de las combinaciones entre
variables de los términos anteriores, se tienen finalmente los cuatro conjunto de restricciones
asociadas a la nueva variable 5. Estas restricciones son:
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B>yL.+ Lyz— L,L. (3.16a)
p<yU,—L,U,+ Ly (3.16b)
B >yU, + Uz —U,U, (3.16¢)
B<yL.+U,z—U,L. (3.16d)

El problema reformulado exacto (3.10) es un problema cuadratico no convexo , que tiene
términos no lineales en la funcién objetivo (3.10a) y en una de sus restricciones (3.10b). Es
por esto que es posible aplicar McCormick Envelopes en este problema en ambos términos.
Para la aplicacion de este método al problema actual de esta tesis, se consideraran dos
formulaciones dependiendo de la forma en la que se definira la variable que representa un
producto: Desagregado y Agregado. Cabe mencionar que uno de los objetivos de utilizar
este método es la busqueda de cotas para las variables duales, el cual, después de varios
intentos, no fue conseguido. Es por este motivo que, como no se pudo encontrar el valor de
las cotas, se establecieron cotas artificiales de -1000 y 1000 para las variables creadas para
las dos formulaciones.

McCormick Desagregado

Se consideran dos formas de aplicacion de los McCormick Envelopes al problema exacto.
Uno de ellos es la forma tradicional, es decir, cuando exista un término no lineal entre dos
variables se aplicaran las envolturas de McCormick como se mostré anteriormente.

El problema reformulado exacto (3.10) tiene términos no lineales en la funcién objetivo
(3.10a) y en una de sus restricciones (3.10b). Especificamente:

(3.10a)  (m(w, xi)Téi)e = Z x, wyd! (3.17a)
heH

(3.10b) (m(w,xi)y)e = Z xty Wy (3.17Db)
heH

Siguiendo el procedimiento, en (3.17a) se crea una nueva variable !, tal que A/, = wy,d".
Y, en (3.17b), se crea una variable ¢ tal que ¢} = wyy'. Considerando que w € [Ly, U,],
d € [Ls,Usl; y v € [Ly, U], el modelo de McCormick Desagregado se formula como
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S 31 DILYED ) SERTRD 3L

i€EN \neM ecE heH eckE
s.a. (ATH}')E + };{(x;hgbz) + 0! > %cé Vie N,Vee E
AS = by >0 Vie N
— 4146 <0 Vie N (3.18)
u <0 Vie N
57,00 >0 Vie N
w € [Ly,, U]
6" € [Ls, Us) Vie N
v € [L,, U, Vie N

Junto con las restricciones de McCormick asociadas a la variable A:

Moy > wpLs + LS. — LyLs
)‘ih S th5 — LwU(s + Lwéé

: . (3.19)
Aep, = wipUs + U0, + U,Us
)\zh < Uwéé — UwL(g + th5
Y restricciones de McCormick asociadas a la variable ¢:
gb?z > th'y + Laﬁz - LwLw
i <wpUy, — LU, + L'
¢ < waly gl v (3.20)

o5, > w Uy + Uy’ + ULU,
¢ < U,y — U,L, + wpL,

McCormick Agregado

Se puede observar que en los términos no lineales del problema exacto, ambos estan
adicionalmente multiplicados por z*. Una forma de agregar este término a las restricciones
de McCormick, es definiendo una variable adicional que incluye a x. Es decir, se define una

. Z Z . Z . .,
nueva variable Z; tal que Z} =, _, xt,wp. Es por esto que se define esta aplicaciéon como
Agregada.
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‘Luego, las nuevas variables asociadas a los términos no lineales son: X tal que N = Zi6¢
y ¢! tal que ¢! = Z!~'. Considerando que Z' € [Lz,Uy|, 6 € [Ls,Usl; y v € [L,,U,], el
modelo de McCormick Agregado se formula como:

ngn min Z (Z bn,qu—i-Zj\é—i-ZGé)

1,0,8,7,7,6,Z

iEN neM ecE ecE
sa. (AT, 46> el Vie N,Vee E
A8 — by >0 Vie N
—714+6<0 Vie N (3.21)
<0 Vie N
840" >0 Vi e N
7' € [Ly, Uy Vie N
6" € [Ls, Us] Vie N
v €L, U, Vie N

Junto con las restricciones de McCormick asociadas a la variable A:

A > ZiLs+ Ly60 — LyLs
N < ZiUs — LyUs + Ly6!

. ‘ ‘ (3.22)
A, > ZUs +Ugzé. + UzUs
N < Uybl —UyLs + Z L
Y restricciones de McCormick asociadas a la variable qu
0L = ZiLy+ Lzy' — LyL,
bi < ZiU, — LyU, + Ly
¢e — “eT ZYy z7 (323)

¢\ > ZiU, + Ugy' + Uy,

. <Upy' = UzLy + ZiL,

En esta formulacion hay una menor cantidad de variables que en el Desagregado, lo
que podria ser una ventaja considerando el contexto del problema de esta tesis. Ademas,

considerando el problema de las cotas de las variables duales, en esta formulacién es menos
dificil encontrarlas.
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3.3. Regularizacién y desigualdades validas

Los solvers de optimizacién de problemas no lineales suelen tener problemas niimericos
con problemas donde sus variables no tienen cotas explicitas. Para esta tesis, se utilizara el
solver Gurobi [8], este es un software de optimizacién que se utiliza como solver en problemas
de programacion lineal, programacién entera, programacion cuadratica, y otros tipos de
problemas de optimizacion matematica.

Para evitar que Gurobi genere soluciones con coeficientes grandes en los QCQPs no
convexos, v ya que el problema de nivel inferior no varia si se escala el objetivo, se pueden
anadir cotas arbitrarias a los valores de los parametros del modelo w. Cualquier cota es
valida, pero se quieren evitar niimeros excesivamente pequenos para prevenir inestabilidades
numéricas.

Especificamente se utilizaran restricciones que representan estas cotas de la forma |w| <
2|wspo| o |w| < 2|wrcol|, donde wgpo es la solucién proporcionada por SPO+ y wyco son
los parametros del modelo de minimos cuadrados ordinarios (MCO). En el Capitulo 4 se
especificara en qué circunstancias se usaran las distintas cotas.

Para mejorar el funcionamiento de Gurobi, se formularon desigualdades validas. Estas
son restricciones que indican que el regret esperando debe ser mayor o igual a los costos reales
del camino més corto. Estas desigualdades pueden ser descritas de dos formas: Acoplada y
Desacoplada. La primera es una tnica restriccién y toma el promedio del regret y de los
caminos mas cortos de todas las observaciones. La versién Acoplada tiene la forma

N N
T, 4 ANV 1Tz > * (0 24
E(bu—l—m(w,x)é—l— 9)_N;:1,z(c) (3.24)

i=1

El lado izquierdo de la desigualdad (3.24) tiene el mismo valor que la funcién objetivo
de (3.8). La segunda impone esta restriccién para cada observacién por separado. La version
Desacoplada tiene la forma

bt +m(w,2) 8 +170° > 2*(¢") Vie N (3.25)

Para los experimentos descritos en el Capitulo 4, se utilizé la restriccién (3.24). Ya que, en
experimentos preliminares, esta restriccion tenia un mejor rendimiento. Esto pudo deberse
a que ésta es una sola restriccion y a diferencia de la desigualdad Desacoplada, no agrega
un peso significativo al problema. La implementacién de esta desigualdad (3.24) proporcioné
considerables mejoras en el desempeno de Gurobi.
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3.4. Algoritmo de mejora: Bisqueda Local

La reformulacién intermedia presentada en (3.9) se puede ver como un problema de
optimizacién no restringido de la forma

min F(w).

Aqui, F(w) es una funcién que para cada w devuelve el valor 6ptimo del problema de
maximizacion interno en (3.9). Para cada w, F(w) es un problema lineal factible. Utilizando
esta funcién se puede obtener el algoritmo de mejora de Busqueda Local.

Se propone la siguiente heuristica basada en busqueda local: Dada una solucién inicial
wo, se genera de manera aleatoria 7' nuevas soluciones en un vecindario de wq. Se evalia el
regret para cada una y se actualiza la soluciéon actual con aquella que tenga el menor regret.
Se repiten estos pasos durante L iteraciones. El procedimiento se detalla en el Algoritmo 1.

Algorithm 1 Algoritmo basado en Busqueda Local

1: Input Datos de entrenamiento, Solucién inicial del problema wy.
2: Hiperparametros: tamano del vecindario €, Tamano de la muestra 7', nimero maximo
de iteraciones L.

3: Resolver F(wy)

4: for i =0,...,N do

5: Muestrear T pardmetros en el vecindario de w;: wy + w; + ¢ - N(0,1)
6: Computar F(w;) Vte{l,...,T}

7: Actualizar w; 41 < argming 7 F(w;)

8: end for
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Capitulo 4

Experimentos Computacionales

4.1. Generacion de Datos

Para esta tesis se utilizardn datos generados sintéticamente. El proceso de generacién de
datos utilizado es una adaptaciéon del proceso descrito en [5] y [25]. Se considera un grafo
dirigido aciclico que consta de una cuadricula de nodos de 5 x 5, como se puede ver en la
Figura 4.1. Donde el nodo 0 representa al nodo inicial (s) y 24 al nodo de término (¢).

Los datos de entrenamiento consisten en (x?, ci)i]\;1 generados de manera sintética de la si-
guiente manera. Se establecieron los valores de N = {50, 100, 200} separados en un 70 % para
entrenamiento y un 30 % para testeo. Los vectores de atributos se generan muestreandolos
con una distribucién normal estdndar (media cero y desviacion estandar 1). Para generar los
vectores de costos, primero se establecieron los parametros w del modelo. Luego, se utilizo
la siguiente féormula para obtener los vectores de costo

= [ (e +9)
c, = —| —= WhTey ) + 3) + 1] ‘€ (4.1)
3,50 H h=1

donde ¢! es el componente del vector de costos ¢’ que corresponde al arco e en el grafo. El
parametro Deg indica el grado de especificacion incorrecta del modelo, ya que se utiliza un
modelo lineal como modelo predictivo en el experimento: cuanto mayor sea el valor de Deg,
mas se desviara la relacion entre las caracteristicas y los coeficientes de costo de una lineal
(y, por lo tanto, mayores seran los errores). Finalmente, se muestrea un término de ruido
multiplicativo e aleatoriamente de una distribucién uniforme en [0.5, 1.5]. Los experimentos
realizados consideran los valores del parametro Deg en 2,8 y 16.
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v
v

!
:

r

4

Figura 4.1: Representacion grafica de una cuadricula de nodos de 5 x 5 utilizada en los
experimentos.

4.2. Hiperparametros

Debido a que existen parametros externos relacionados a la heuristica de Busqueda Local
(Algoritmo 1) y del modelo penalizado (3.12), se realizaron experimentos para determinar
los valores adecuados.

4.2.1. Busqueda Local

En esta seccion se mostraran experimentos para determinar los mejores valores para los
hiperparametros de la Heuristica de Bisqueda Local. Es decir, para el tamano del vecindario
e y el tamano de la muestra T'. El hiperparametro que representa el nimero de iteraciones
(L) se fij6 en 20. Para determinar los valores de € y T, se testearon diferentes combinaciones
para escoger la mejor. Se probé con € = {0.1,0.5,1} y con 7' = {5, 10}, dando un total de 6
combinaciones.

La Figura 4.2 muestra que ¢ = 1 y T = 5 entregan el mejor equilibrio entre el rendimiento
en los conjuntos de testeo y entrenamiento. Se puede observar que la combinacién ¢ = 1y
T = 10 tiene un mejor rendimiento en el set de entrenamiento. Sin embargo, en el conjunto
de testeo tiene uno de los peores rendimientos. Estos resultados pueden ser explicados por
un suceso denominado overfitting.
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Capitulo 4. Experimentos Computacionales 4.3. Hardware y Software

El término overfitting es cuando un modelo se ajusta demasiado bien a los datos del con-
junto de entrenamiento, dando como resultado un rendimiento deficiente cuando se enfrenta
a nuevos datos o al conjunto de testeo.

Average Regret on Training Set Average Regret on Test Set
0.22 1 0.221
o-0-0
0.20 1 0.20 1 H i
! i
! i
0.18 018{ 2" H Y
® 3 Y i i
5 / o. % i i
2 0.16 4 9-0-0-0 0 0 0000060000006 0161 47 €00-.9.-9-0-0-0-0-9 0009000000
Pl 'ﬁ\!ﬂ.'“ _.:-_-_- --::::-------: ’,\\ 0 -0-0-0-0-0-0-0-0-0--0
g 014 8000040333 $:8:3:8:0:8:8 | o0
2
0.12 1 0.121
0.10 4 0.10 1 = —¢ 9 9-6-9-9-6-9- 8- -9
0.08 0.08
L S e e N —— T T
012 3 456 7 8 91011121314151617 1819 20 012 3 456 7 8 91011121314151617 1819 20
Iterations Iterations
—o— £=0.1, T=5 —o— £=0.5,T=5 —&- £=1,T=5

£=0.1, T=10 @ £=0.5T=10 -®- £=1,T=10

Figura 4.2: Ejecucion de busqueda local en una cuadricula de 5 x 5 con diferentes combina-
ciones de hiperpardametros.

4.2.2. Penalizado

En el caso del método de penalizacion, para fijar el valor de k, se probaron diferentes
variaciones (k € {0.1,1,10}). Como se puede ver en la Figura 4.3 que muestra el perfil de
rendimiento del modelo penalizado para los tres valores de « utilizados, no hubo diferencias
sustanciales en los valores del regret y del MIPGap entregados. La diferencia més visible se
muestra en el tiempo de resolucién, donde £ = 0.1 tiene el mejor rendimiento. Es por este
motivo, que se considerd este valor para k.

4.3. Hardware y Software

Todos los experimentos realizados en esta investigacion se realizaron usando Python 3.10.
Todos los modelos cuadréticos no-convexos fueron resueltos usando el solver de optimiza-
cién Gurobi 10.0.3 [8]. Todos los experimentos se realizaron en un solo sub-proceso en una
computadora Linux con Intel Xeon Silver 4210 2.2G CPU y 128 GB RAM.
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Performance Profile of Penalty Method
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Figura 4.3: Perfil de rendimiento del modelo penalizado con diferentes valores de x.

4.4. Descripcion del experimento

4.4.1. Modelos de solucion

Los modelos presentados en el Capitulo 3, se ejecutaron para todas las instancias creadas.
El objetivo de este experimento es mostrar el desempeno de éstos por si solos. Sin embargo,
si se incluye la restriccién vélida (3.24) para todos los experimentos mostrados en esta tesis.
Por lo tanto, se utilizaron los siguientes modelos:

1. SPO: modelo SPO+ (3.7).

MCO: minimos cuadrados ordinarios (3.3).
EXA: modelo reformulado exacto (3.10).
PEN: modelo penalizado (3.12).

FIX: modelo y-fija (3.11).

McA: McCormick Agregado (3.21).

A S
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Cabe mencionar que para este experimento, se establecié un tiempo limite de resolucion
de una hora para cada modelo.

4.4.2. Algoritmos de mejora

Para los algoritmos de mejora, se consideré la siguiente secuencia de pasos para generar
predicciones enfocadas en la decision:

1. Generar una solucién inicial utilizando el modelo de minimos cuadrados ordinarios
(MCO) (3.3) o SPO+ descrito en el capitulo anterior (3.7).

2. Mejorar la solucién previa utilizando el Algoritmo 1 (LS).

3. Resolver 3.12 (Penalizado), (3.10) (Exacto), 3.11 (vy-fija) o McCormick Agregado (3.21)
usando Gurobi con la solucién anterior como solucién inicial (warm start).

Se puede apreciar que cada paso es computacionalmente mas costoso que el anterior.
De hecho, el paso 1 resuelve un LP (en el caso de SPO+) o un sistema lineal simple (en
el caso de MCO). El paso 2 resuelve una cantidad finita de LPs; y, el paso 3, en algunos
casos resuelve problemas cuadréaticos no-convexos. Esta secuencia de pasos genera ocho posi-
bles combinaciones que seran testeadas posteriormente. Los nombres de estas combinaciones
indican la secuencia a seguir: SPO-LS-PEN, SPO-LS-EXA, SPO-LS-FIX, SPO-LS-McA,
MCO-LS-PEN, MCO-LS-EXA, MCO-LS-FIX y MCO-LS-McA.

Estas secuencias se pueden apreciar en la Figura 4.4, donde se muestran las posibles
combinaciones. Para estos experimentos se utilizaron las cotas a las variables w mencionadas
en la Seccién 3.3. Estas cotas se agregaron a los modelos dependiendo si la solucién inicial
es SPO+ o MCO en los experimentos computacionales del Capitulo 4. Cuando la solucion
inicial es SPO+ se agrega la cota |w| < 2|wspo| y cuando la solucién inicial es MCO se
agrega |w| < 2|wycol. Para estos experimentos también se establece un tiempo limite de
una hora por modelo.
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> SPO-LS-EXA

> SPO-LS-PEN

SPO

y

SPO-LS

> SPO-LS-FIX

> SPO-LS-McA

> LR-LS-EXA

> LR-LS-PEN

LR > LR-LS

> LR-LS-FIX

> LR-LS-McA

Figura 4.4: Proceso Experimental de algoritmos de mejora.
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Capitulo 5

Resultados

En esta seccion, se compararan las predicciones obtenidas con los métodos mencionados
en capitulos anteriores y sus respectivas eficiencias computacionales. La comparacién de
calidad de las predicciones se hizo en base a los valores del regret dados por cada método.
Para mostrar los valores de los regrets en las mismas magnitudes, y siguiendo a [5], en vez
de reportar el valor del regret de forma directa (como se define en (2.7)), se utiliz6 un regret
normalizado definido como

> iery Regret(m(w, a'), ¢)
Zz‘e[N] z*(c)

(5.1)

A partir de ahora, cuando se hace referencia al regret, se hablard de esta version norma-
lizada.

Las Figuras 5.1, 5.2, 5.4 y 5.5 presentan graficos de cajas que muestran los valores de
regret para cada una de las instancias generadas. En estos graficos las filas indican el tamano
de la instancia N = {50, 100,200}, mientras que las columnas indican el valor del parametro
Noise={0,0.5}. En los sub-graficos, el eje = representa el valor del pardmetro Deg = {2, 8,16}
y el eje y indica el valor del regret normalizado.

5.1. Modelos y extensiones

En esta seccién se presentan los resultados de los experimentos computacionales descri-
tos en el capitulo anterior, especificamente los obtenidos con cada uno de los modelos de
solucion descritos en la Subseccion 4.4.1. En la Figura 5.2, se puede observar que los valo-
res de los regrets de SPO+ y MCO son, en general, bastante similares. Ademas, el modelo

31



Capitulo 5. Resultados 5.1. Modelos y extensiones

exacto (EXA) muestra en todas las instancias un rendimiento inferior en comparacién con
SPO, MCO y PEN. Al comparar visualmente los valores de regret obtenidos por los mo-
delos de McCormick, Agregado (McA) y Desagregado (McD), se aprecia que McA tiene un
rendimiento superior entre estos dos modelos en la mayoria de las instancias.

Ademas, el modelo Penalizado (PEN) exhibe un rendimiento sorprendentemente superior
en comparacién con los otros modelos. Esta tendencia se refleja en la Figura 5.2, donde en
la mayoria de los casos presenta los valores mas bajos de regret, superando incluso a SPO+
y MCO en algunas instancias. Finalmente, se observa que los valores de regret tienden a
aumentar a medida que crece el valor del parametro Deg en las instancias. Esta relacién
tiene sentido, ya que, como se mencioné anteriormente, cuanto mayor sea este valor mayores
seran los errores.

@3 SPO ET MCO [ EXA I PEN N FIX [0 McA B McD

Noise 0.0 Noise 0.5

Noise 0.0 Noise 0.5

.

N=100

=

Noise 0.5

et

N=200

16
Deg
Figura 5.1: Resultados del regret obtenido en cada uno de los modelos en todas las instancias
en el conjunto de entrenamiento.

Los resultados de los valores de los regrets obtenidos en el conjunto de entrenamiento,
como se muestra en la Figura 5.1, se presentan promediados por instancia en la Tabla 5.1.
En esta tabla, se evidencia la diferencia porcentual de los regrets promedio en comparacién
con los resultados de SPO+. Se resalta en negrita el menor regret por instancia. Se observa
que los valores obtenidos por SPO+ son pequernios, sin embargo, el modelo Penalizado (PEN)
muestra el mejor rendimiento al lograr el menor regret en 13 de 18 instancias. Esto confirma
lo perceptible a simple vista en el Figura 5.1. A pesar de ello, atin presenta aumentos drasticos
en comparacién con SPO+, siendo el mayor de ellos +3000 %.
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El modelo EXA nunca logré superar los resultados de SPO+4, alcanzando valores signifi-
cativamente mds altos, como una diferencia de hasta +8750 % en una instancia. Lo mismo
sucede con el modelo FIX. Al analizar los resultados de los modelos McCormick, ambos
muestran un desempeno inferior en comparacion con SPO+. Sin embargo, como se destacd
previamente, el modelo Agregado de McCormick (McA) exhibe mejores resultados que el
modelo Desagregado (McD) en 14 de 18 instancias. Ademads, se observa que McA supera a
EXA en 11 de 18 instancias.

Tabla 5.1: Regret promedio para cada instancias para cada uno de los modelos que muestran
mejoras sobre SPO en el conjunto de entrenamiento. Columnas 1-3 indican los parametros
usados para generar la instancia. La columna SPO muestra el regret obtenido por SPO+-.
Columnas 5-10 muestran la diferencia del regret comparado a SPO.

N | Deg | Noise | SPO | MCO | EXA | PEN | FIX | McA | McD

50 2 0.0] 0004 | +50.0% | +2250.0% | -50.0% | +2250.0% | +2450.0% | +4025.0%
50 2| 05] 0094 | -T4% | +175.5% | -17.0% | +1755% | +113.8% +34.0%
50| 8| 0.0] 0016 | +688% | +1718.7% | -12.5% | +1450.0% | +2212.5% | +181.2%
50 8| 05] 0123| -24% | +1463% | -26.0% | +127.6% +33% | +2772%
50 | 16| 0.0| 1767 | +54.4% | +269.7% | -69.3% | +269.7% | +826.3% +6.3%
50| 16 05] 0734 | 401% | +3294% | -16.8% | +3294% | +176.7% | +838.6%
100 | 2| 0.0]0.001 | +100.0% | +3500.0 % 0.0% | +3000.0% | +11100.0 % | +20500.0 %
100 2| 050121 +41% | +85.1% -9.9% |  +24.0% +61.2% | +132.2%
100 8| 0.0 0029 +31.0% | +1172% | -10.3% | +2483% | +600.0% | +1603.4%
100 8| 05 0116 | +0.9% | +2448% -7.8% | +2483% | +2009% | +350.0%
100 16| 0.0] 0251 | +24% | +991.6% -9.6 % 64% | +7235% | +864.5%
100 | 16| 0.5 ]0.574 | +125.8% | +363.6% | +89.2% | +1254.4% | +553.0% | +553.8%
200 2| 0.0]0.002 0.0% | +8750.0% | 4+3000.0% | +900.0% | +1050.0% | +7950.0%
200 2| 05[0.116 | +34% | +784% | +89.7% | +131.0% +43.1% +60.3%
200 8| 0.0/ 0.031 0.0% | +1512.9% | -12.9% | +2196.8% | +1412.9% | +2958.1%
200 8| 05| 0161 | +40.6% | +601.9% -6.2% | +588.8% | +2286% | +1493.2%
200 16| 00| 0141 | -21% | +3894% | -40.4% | +544.7% | +451.1% | +590.8%
200 16| 05| 0442| -0.5% | +668.8% | +765.8% | +693.4% | +4183% | +305.2%

A continuacion, se presentan los resultados obtenidos en cada uno de los modelos, pero
ahora en el conjunto de testeo. En la Figura 5.2, se destaca que el modelo exacto (EXA),
a diferencia del conjunto de entrenamiento, presenta al menos una instancia en la cual el
regret observado es menor que el de SPO+. No obstante, sigue exhibiendo malos resulta-
dos en comparacion con los deméas modelos. En general, a simple vista, el regret no varia
significativamente en comparacion con los obtenidos en el conjunto de entrenamiento para
todos los modelos. Sin embargo, ain se observa que los valores mas altos se encuentran en
Deg = 16, y el modelo Penalizado (PEN) sigue demostrando tener mejores resultados que
EXA.
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Figura 5.2: Resultados del regret obtenido en cada uno de los modelos en todas las instancias
en el conjunto de testeo.

La Tabla 5.2 presenta los resultados de los valores promedio de los regrets obtenidos en el
conjunto de entrenamiento de la Figura 5.2. Una diferencia destacada en comparacién con la
Tabla 5.2 es que, en el conjunto de testeo, el modelo SPO exhibe un desempefio superior en
relacién con el conjunto de entrenamiento. En este caso, SPO logra el menor regret en 6 de
18 instancias, en comparacién con las 4 de 10 en el conjunto de entrenamiento. Por otro lado,
el modelo penalizado (PEN) muestra un rendimiento inferior en este conjunto, disminuyendo
de 13 de 18 instancias a 6 instancias. No obstante, se observan diferencias sustanciales en
comparacion con SPO+, alcanzando una discrepancia maxima de hasta —71,3 %.

Como se puede apreciar en la Figura 5.2, en una unica instancia, los modelos EXA y
FIX mostraron un rendimiento superior al de SPO+. Sin embargo, a pesar de estas mejoras,
persisten notables diferencias en comparacion con SPO+, alcanzando una diferencia de hasta
+8800 %. Por otro lado, el desempeno de MCO fue similar al de SPO+ en términos de la
cantidad de instancias donde el regret es menor.

En relacion a los resultados de los modelos McCormick, se observa una coherencia al
comparar ambos modelos (McA y McD), ya que en 12 de 18 instancias, McA exhibié un
regret inferior a McD. En una de estas instancias, McA incluso presenté una mejora del
—31,8 % en comparacion con SPO+. Por este motivo, para los siguientes experimentos con
algoritmos de mejora, se utilizara el modelo McCormick Agregado.
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Tabla 5.2: Regret promedio para cada instancias para cada uno de los modelos que muestran
mejoras sobre SPO en el conjunto de testeo. Columnas 1-3 indican los parametros usados
para generar la instancia. La columna SPO muestra el regret obtenido por SPO+. Columnas
5-10 muestran la diferencia del regret comparado a SPO.

N ‘ Deg ‘ Noise ‘ SPO ‘ MCO ‘ EXA ‘ PEN ‘ FIX ‘ McA ‘ McD
50 2 0.0 | 0.006 | +16.7% | +1200.0% +50.0% | +1200.0% | +1133.3% | +2650.0 %
50 2| 050142 | +85% | +62.0% | +197% | +62.0% +33.8% +16.9 %
50 8 0.0 | 0.012 | +100.0% | +2583.3% -33.3% | +1916.7% | +2633.3% +75.0%
50 8 05| 017] -34.1% -8.2% -14.1% +20.0% -31.8% +210.0%
50 | 16 0.0] 0581 | +13.4% | +423.2% -71.3% | +423.2% +580.4 % -0.5%
50 | 16 0.5 0.292 -34% | +907.9% -12.0% | +907.9% +778.8% | +4460.6 %
100 2 0.0 | 0.001 | +100.0% | +3400.0% | +100.0% | +2100.0% | +12600.0% | +19700.0 %
100 2 0.5 | 0.116 | +31.0% +77.6% -19.0% +30.2% +48.3% +162.1%
100 8 0.0 | 0.058 +52% | +139.7% +13.8% | +205.2% +224.1% +605.2 %
100 8 0.5 0.113 +4.4% | +357.5% +15.0% | +305.3% +235.4% +361.1%
100 | 16 0.0 | 0.418 -0.7% | +513.4% +0.2% -0.7% +715.6 % +382.3%
100 | 16 0.5 0.951 -7.5% | +1423% +63.9% | +1204.8% +555.8% +740.4 %
200 2 0.0 | 0.002 | +50.0% | +8800.0% | +2750.0% | +1050.0% | +1300.0% | +8500.0%
200 2 0.5 0.117 +4.3% +62.4% +86.3% | +151.3% +30.8% +31.6 %
200 8 0.0 | 0.052 -1.9% | +932.7% -1.9% | +1130.8% +853.8% | +1557.7%
200 8 0.5 | 0.147 -0.7% | +512.2% +41% | 4+604.8% +205.4% | +1421.8%
200 | 16 0.0 | 0.076 +1.3% | +969.7% -26% | +921.1% | +13382% +982.9%
200 | 16 0.5 ]0.335 +2.7% | +893.7% | +976.1% | +753.1% +209.6 % +408.7%

Los resultados presentados anteriormente no favorecen a la mayoria de los modelos, espe-
cialmente a los modelos EXA y FIX. Esta desventaja puede atribuirse a la mayor complejidad
de estos modelos, debido a la no convexidad de estos. En la Figura 5.3 se muestran los per-
files de rendimiento de los modelos EXA, PEN y FIX. En esta figura se puede apreciar que
menos del 40 % de las instancias entregan una solucién 6ptima en un tiempo limite de una
hora. Llegando incluso a un 100 % de Gap en el modelo y-fija. El mejor rendimiento lo da el
modelo PEN en comparacion a EXA y FIX. Cabe mencionar que los modelos SPO, MCO,
McA y McD no son parte de este andlisis ya que todos encontraron una solucién éptima.

Finalmente, es importante tener en cuenta que en estos experimentos no se proporciona-
ron soluciones iniciales al modelo ni se establecieron limites para los parametros w. En los
siguientes experimentos, se probaran las posible mejoras que podrian surgir en el rendimiento
de los modelos al incluir soluciones iniciales y restricciones adicionales.
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Figura 5.3: Perfil de rendimiento de los modelos exacto (EXA), penalizado (PEN) y ~-fija
(FIX).

5.2. Algoritmos de mejora

En esta seccion, se presentan los resultados de los experimentos computacionales descritos
en el capitulo anterior, especificamente los obtenidos de la implementacion de algoritmos de
mejora descritos en la Subseccion 4.4.2. La Figura 5.4 y la Tabla 5.3 exhiben los resultados de
los regrets obtenidos en el conjunto de entrenamiento al iniciar con la solucién inicial SPO+-.
Esta solucién se mejora posteriormente mediante la heuristica de Busqueda Local (LS) y se
utiliza finalmente en una de las siguientes cuatro opciones: exacto (EXA), penalizado (PEN),
v-fija (FIX) o McCormick Agregado (McA).

En la Figura 5.4, se puede apreciar facilmente que los valores de regret son en general
bastante similares entre los diferentes modelos, con algunas excepciones donde la solucién de
SPO+ es notoriamente mejorada por otras formulaciones. En términos generales, destaca que
el modelo penalizado es el que mas logra mejorar esta métrica. A diferencia de los resultados
de la seccion anterior, en esta figura no es tan evidente que, a medida que aumenta el valor del
parametro Deg, el regret también aumenta. No obstante, esta relacién se hace mas evidente
cuando Deg = 16.

A simple vista, se puede observar que el rendimiento de las combinaciones SPO-LS, SPO-
LS-EXA y SPO-LS-FIX es bastante similar. Esto podria sugerir que la solucion SPO-LS,
no esta siendo mejorada por la formulacién exacta ni por la formulacién v-fija. En cuanto a
McA, se observa consistentemente que obtiene el peor valor de regret entre todos los modelos
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Figura 5.4: Resultados del regret obtenido en cada una de las instancias, para todas las
combinaciones de secuencias de mejora. Tomando como solucién inicial SPO+ en el conjunto
de entrenamiento.

En la Tabla 5.3, se muestran los mismos resultados que en la Figura 5.4, pero ahora se
muestra el promedio de los regrets. Se observa que el modelo penalizado puede rechazar una
solucion inicial por su naturaleza, ya que se estan fijando estrictamente variables duales. Esto
puede resultar que el problema penalizado produzca una solucién peor. Por el contrario, el
modelo exacto siempre acepta la solucion inicial y solo puede mejorarla. Especificamente,
se puede observar que el método penalizado empeora la solucién dada por SPO-LS en una
instancia, aumentando la diferencia del regret en un 27,5 %.

Los resultados de la Tabla 5.3 indican que, a pesar de que las soluciones de SPO+
presentan un valor de regret bajo, ain pueden ser significativamente mejorados por los
demés modelos (16 de 18 instancias). En algunos casos, el valor del regret disminuye en 50 %
o mas. Esto se evidencia, por ejemplo, en la columna SPO-LS-PEN. Un resultado notable y
sorprendente, similar a lo observado en la seccién anterior de resultados, es que el método
penalizado tiene un mejor desempeno que el método exacto, aun cuando es una version

restringida de este, mejorando en 15 instancias el regret entregado por las soluciones de
SPO+.

Ademas, como se menciond anteriormente, se puede observar con mayor claridad que los
modelos EXA y FIX, tienen la misma diferencia con respecto a SPO+4, en la mayoria de las
instancias (14 de 18). Sin embargo, FIX tiene mejores soluciones que EXA en 3 instancias.
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Por otro lado, en el caso de McA, ademas de tener el peor regret entre todos, no solo empeora
la solucién inicial, si no que también muestra resultados mas desfavorables en comparacién
con los presentados en la Tabla 5.1 comparado a SPO.

Tabla 5.3: Experimentos que muestran mejoras en el regret con respecto a SPO en el con-
junto de entrenamiento. Las columnas 1 a 3 indican los parametros utilizados para generar
la instancia. La columna denominada SPO muestra el regret obtenido por el SPO+. Las
columnas 5 a 9 muestran el cambio de regret en comparacién con SPO. Las entradas en
negrita indican el menor regret.

N | Deg | Noise | SPO | SPO-LS | SPO-LS-EXA SPO-LS-PEN | SPO-LS-FIX | SPO-LS-McA

50 2 0.0 | 0.004 0.0% 0.0% -50.0 % 0.0% +5475.0%
50 2 0.5 | 0.094 | -20.2% -20.2% -20.2% -20.2% +275.5%
50 8 0.0 | 0.016 0.0% 0.0% -12.5% -12.5% +1668.7 %
50 8 05| 0.123 | -14.6% -14.6% -26.0% -14.6% +472.4%
50 | 16 0.0 | 1.767 0.0% 0.0% -69.3% -0.2% +2118.3%
50 | 16 05] 0.734 | -0.8% -0.8% -16.8% -0.8% +927.4%
100 2 0.0 | 0.001 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% +14100.0%
100 2 05] 0.121 | -74% -7.4% -9.9% -8.3% +171.1%
100 8 0.0 | 0.029 0.0% -3.4% -10.3% 0.0% +2062.1 %
100 8 0.5 | 0.116 0.0% 0.0% -7.8% 0.0% +261.2%
100 | 16 0.0] 0251 | -24% -24% -9.6 % -24% +962.2 %
100 | 16 05| 0574 | -15.3% -15.3% +27.5% -15.3% +908.5 %
200 2 0.0 | 0.002 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% +8750.0 %
200 2 0.5 | 0.116 0.0% 0.0% -4.3% 0.0% +131.0%
200 8 0.0 | 0.031 0.0% 0.0% -12.9% 0.0% +1767.7%
200 8 05| 0.161 | -4.3% -4.3% -4.3% -4.3% +601.9%
200 | 16 0.0 0.141 | -39.0% -39.0% -39.7% -39.0 % +389.4%
200 | 16 0.5 ] 0.442 | -12.0% -12.0% -15.8% -12.0% +668.8 %

En la Tabla 5.4, se muestran los resultados obtenidos al iniciar con la solucién dada por el
modelo de minimos cuadrados ordinarios (MCO) en el conjunto de entrenamiento. Al igual
que en el caso anterior, esta soluciéon se mejora posteriormente mediante la heuristica de
Busqueda Local (LS), para finalmente utilizarla en una de las siguientes cuatro opciones:
exacto (EXA), penalizado (PEN), ~-fija (FIX) o McCormick Agregado (McA)

Los resultados de esta tabla se alinean, en términos generales, con los de la Tabla 5.3,
aunque existen diferencias importantes. En este caso, el método de Busqueda Local (LS)
proporciona la mejor solucién con mayor frecuencia que anteriormente, y, en particular,
cuando los métodos exactos pueden mejorar en LS, ambos son superados por el método
penalizado. En estos experimentos, el problema penalizado empeora la solucion de manera
mads dramética en una instancia, registrando un aumento del 334,8 %.

Ademas, se puede apreciar que las soluciones entregadas por MCO, tienen un regret pe-
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queno al igual que SPO+-. Sin embargo, estas soluciones son mejoradas en 17 de 18 instancias.
En cuanto al método FIX, se observa que entrega la mejor solucion en mas instancias que en
la Tabla 5.3. En esta Tabla 5.4 nuevamente se evidencia que los resultados entregados por
EXA y FIX, son bastante similares entre ellos y entre SPO-LS.

Tabla 5.4: Experimentos que muestran mejoras en el regret con respecto a MCO en el con-
junto de entrenamiento. Las columnas 1 a 3 indican los pardmetros utilizados para generar la
instancia. La columna denominada MCO muestra el regret obtenido por minimos cuadrados
ordinarios. Las columnas 5 a 7 muestran el cambio de regret en comparacién con MCO. Las
entradas en negrita indican el menor regret.

N | Deg | Noise | MCO | MCO-LS | MCO-LS-EXA | MCO-LS-PEN | MCO-LS-FIX | MCO-LS-McA

50 2 0.0 | 0.006 | -50.0% -50.0 % -66.7% -50.0 % +3616.7 %
50 2 0.5 | 0.087 | -10.3% -10.3% -10.3% -10.3% +305.7%
50 8 0.0 | 0.027 -7.4% -7.4% -48.1% -33.3% +948.1 %
50 8 0.5 012 -19.2% -21.7% -24.2% -192% +486.7 %
50 | 16 0.0 | 2.728 0.0% 0.0% -67.5% -5.4% +1336.9%
50 | 16 0.5 ] 0.735 0.0% 0.0% +334.8% -18.4% +926.0 %
100 2 0.0 | 0.002 0.0% 0.0% -50.0 % 0.0% +7000.0 %
100 2 05| 0.126 | -14.3% -14.3% -13.5% -14.3 % +160.3 %
100 8 0.0 | 0.038| -15.8% -18.4% -31.6 % -15.8% +1550.0 %
100 8 0.5 0.117 0.0% 0.0% -8.5% 0.0% +258.1%
100 | 16 0.0 | 0.257 | -11.7% -11.7% -11.7% -11.7% +937.4%
100 | 16 0.5 | 1.296 | -60.9% -60.9 % -50.6 % -60.9 % +346.7%
200 2 0.0 | 0.002 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% +8750.0 %
200 2 0.5 0.12 0.0% 0.0% -7.5% 0.0% +123.3%
200 8 0.0 | 0.031 0.0% 0.0% -12.9% 0.0% +1767.7%
200 8 0.5 ] 0.162 -6.8% -6.8% -6.8% -6.8% +597.5%
200 | 16 0.0 | 0.138 | -34.8% -34.8% -34.8% -34.8% +400.0 %
200 | 16 0.5 0.44 | -10.7% -10.7% -15.5% -10.7% +672.3%

En los siguientes resultados, se discutira el desempeno de las soluciones en el conjunto
de testeo. En la Tabla 5.5 y en la Figura 5.5, se muestran los resultados de las formulaciones
que usan como solucién inicial a SPO+ en el conjunto de testeo. La Figura 5.5 muestra
resultados variados, aunque no tan alejados a lo mostrado en el conjunto de entrenamiento.

Se observa que SPO+ tiene menor regret que los demas modelos en mas instancias que
en la Figura 5.4. Ademads, queda claro que una vez mas, McA presenta el peor rendimiento,
estando significativamente alejado de los demés modelos. Esto podria explicarse por varios
motivos, estre ellos, que al establecer cotas artificiales de -1000 y 1000 para algunas variables,
la solucién inicial podria ser rechazada por el modelo, o que estas cotas no sean efectivas
para el mismo.

Las figuras equivalentes a 5.4 y 5.5 que muestran los resultados al establecer como so-
lucién inicial la proporcionada por MCO, se encuentran en el Anexo: Figuras A.1 y A.2
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respectivamente.
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Figura 5.5: Resultados del regret obtenido en cada una de las instancias, para todas las
combinaciones de secuencias de mejora. Tomando como solucién inicial SPO+ en el conjunto
de testeo.

En la Tabla 5.5, los resultados son més heterogéneos: los pasos adicionales después de
SPO+ empeoran el desempenio en el conjunto de testeo mas a menudo. Sin embargo, la
mayoria de las instancias ain experimentan mejoras (11 de 18). Varias de las mejoras siguen
siendo significativas en algunos casos, llegando a un maximo de 71,6 % de mejora con el
método penalizado. Estos resultados respaldan la idea de una buena generalizacion en muchos
de los predictores SPO+ y demuestran que es posible lograr mejoras en muchos casos.

En la Tabla 5.6, se presentan los resultados de las formulaciones que utilizan la solucién
inicial de MCO como punto de partida en el conjunto de testeo. Los resultados de esta tabla
son favorables, en gran medida, para el método de minimos cuadrados ordinarios: en 12 de
18 instancias, MCO proporcioné el mejor rendimiento. Es notable que en muchos casos no
se encontraron mejoras. Esto, combinado con los resultados de la Tabla 5.5, sugiere que las
“mejoras” después de MCO podrian estar conduciendo a un overfitting.
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Tabla 5.5: Experimentos que muestran mejoras en el regret con respecto a SPO en el conjunto
de testeo. Las columnas 1 a 3 indican los pardametros utilizados para generar la instancia.
La columna denominada SPO muestra el regret obtenido por el SPO+. Las columnas 5 a 9
muestran el cambio de regret en comparacién con SPO. Las entradas en negrita indican el
menor regret.

N | Deg | Noise | SPO | SPO-LS | SPO-LS-EXA | SPO-LS-PEN | SPO-LS-FIX | SPO-LS-McA

50 2 0.0 | 0.006 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% +3083.3 %
50 2 0.5 | 0.142 | -10.6 % -10.6 % -10.6 % -10.6 % +150.7%
50 8 0.0 | 0.012 0.0% 0.0% -33.3% -16.7% +2183.3%
50 8 0.5 0.17 | -14.7% -14.7% -14.1% -14.7% +134.7%
50 | 16 0.0 | 0.581 0.0% 0.0% -71.6 % +5.0% +1420.8 %
50 | 16 0.5 | 0.292 0.0% 0.0% -12.0% 0.0% +5664.7 %
100 2 0.0 | 0.001 0.0% 0.0% +100.0 % 0.0% +13200.0 %
100 2 0.5| 0.116 | -19.0% -19.0% -19.0% -20.7 % +172.4%
100 8 0.0 | 0.058 0.0% +1.7% +13.8% 0.0% +870.7%
100 8 0.51]0.113 0.0% 0.0% +15.0% 0.0% +272.6 %
100 | 16 0.0 | 0.418 | +20.6 % +20.6 % +0.2% +20.6 % +377.5%
100 | 16 05| 0951 | -7.2% -7.2% -5.8% -7.2% +361.7%
200 2 0.0 | 0.002 0.0% 0.0% -50.0 % 0.0% +8800.0 %
200 2 0.5 |0.117 0.0% 0.0% +8.5% 0.0% +151.3%
200 8 0.0 | 0.052 0.0% 0.0% -1.9% 0.0% +861.5%
200 8 0.5]0.147 | +10.9% +10.9% +10.9% +10.9% +512.2%
200 | 16 0.0 0.076 | -2.6% -2.6 % 0.0% -2.6 % +967.7 %
200 | 16 05| 0335 | +1.8% +1.8% -4.2% +1.8% +893.7 %

Sin embargo, hay que tener cuidado antes de concluir que MCO proporciona el mejor
rendimiento en general. Si se comparan las Tablas 5.5 y 5.6, se observa que solo en 6 ca-
sos MCO proporciona un mejor regret que SPO+. Por lo tanto, en términos del regret, las
soluciones a partir de SPO+ obtuvieron mejores resultados en el conjunto de testeo. Curio-
samente, las soluciones MCO son, en cierto sentido, peores, pero los métodos presentados
en esta tesis no logran mejorarlas. Y, por el contrario, las soluciones SPO+ son buenas y el
enfoque presentado puede mejorarlas ain mas.

Es importante destacar que los modelos presentados en esta seccion de resultados, es-
pecificamente, los modelos SPO-LS-EXA, SPO-LS-PEN y SPO-LS-FIX, no lograron encon-
trar una solucién comprobablemente 6ptima dentro del limite de tiempo de una hora. Los
porcentajes de Gap para cada modelo se proporcionan en las Tablas A.2 y A.1 en el Anexo.
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Tabla 5.6: Experimentos que muestran mejoras en el regret con respecto a MCO en el conjun-
to de testeo. Las columnas 1 a 3 indican los pardametros utilizados para generar la instancia.
La columna denominada MCO muestra el regret obtenido por minimos cuadrados ordinarios.
Las columnas 5 a 7 muestran el cambio de regret en comparaciéon con MCO. Las entradas
en negrita indican el menor regret.

N | Deg | Noise | MCO | MCO-LS | MCO-LS-EXA | MCO-LS-PEN | MCO-LS-FIX | MCO-LS-McA

50 2 0.0 | 0.007 0.0% 0.0% +28.6 % -14.3% +2628.6 %
50 2 0.5]0.154 | +10.4% +10.4% +10.4% +10.4% +131.2%
50 8 0.0 | 0.024 | +33.3% +33.3% -66.7% -50.0 % +1041.7%
50 8 0.5]0.112 | +30.4% +30.4% +30.4% +30.4% +256.3 %
50 | 16 0.0 | 0.659 0.0% 0.0% -52.2% 0.0% +1240.8%
50 | 16 0.5 ] 0.282 0.0% +3.5% +3235.5% -42.9 % +5869.1 %
100 2 0.0 | 0.002 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% +6550.0 %
100 2 05| 0.152 | -33.6% -33.6% -37.5% -34.9% +107.9%
100 8 0.0 | 0.061 +9.8% +4.9% +8.2% +9.8% +823.0%
100 8 0.5 ]0.118 0.0% 0.0% +10.2% 0.0% +256.8%
100 | 16 0.0 | 0.415 +4.8% +4.8% +1.0% +0.7% +381.0%
100 | 16 0.5 0.88 | -48.6% -45.7% -9.4% -45.7% +399.0 %
200 2 0.0 | 0.003 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% +5833.3%
200 2 0.5 | 0.122 0.0% 0.0% +4.1% 0.0% +141.0%
200 8 0.0 | 0.051 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% +880.4 %
200 8 0.5]0.146 | +11.6% +11.6% +11.6 % +11.6% +516.4 %
200 | 16 0.0 | 0.077 -2.6 % -2.6 % -2.6 % -2.6 % +955.8%
200 | 16 05| 0.344 | +15.7% +15.7% -6.7% +15.7% +867.7%

42



Capitulo 6

Conclusiones

6.1. Conclusiones Generales

En esta tesis se enfrentd el problema de calcular de manera exacta el error de decision
para problemas de programacion lineal cuando no se conocen los coeficientes de la funcion
objetivo.

El modelo que minimiza el error de decisién en el enfoque DFL es un problema que
puede ser formulado como un problema de optimizacion binivel. Es por esto que uno de los
objetivos logrados en esta tesis fue formular un modelo de optimizacién binivel pesimista
exacto del error de decisién y, posteriormente, reformularlo de forma exacta en un problema
de un solo nivel, resultando en un problema cuadratico no convexo dificil de resolver. En
consecuencia, se disenaron y testearon aproximaciones al problema no convexo que fueron,
en algunos casos, mas eficientes de lo esperado.

Uno de los desafios encontrados fue la busqueda de cotas inferiores de la formulacion.
Se tiene la sospecha de que muchas de las soluciones entregadas por los modelos testeados
son Optimas, pero el solver tiene problemas para encontrar una cota dual coincidente para
chequear la condicién de optimalidad. Por lo que esto se considerara en el trabajo futuro.

Los resultados computacionales muestran que a pesar de estas limitaciones, la reformula-
cion exacta tiene buenos resultados tanto en el conjunto de entrenamiento como el de testeo,
mejorando el regret entregado por SPO+ y MCO. Sorpresivamente, el modelo penalizado
tiene muy buen rendimiento en comparacién con SPO-+ e incluso supera el rendimiento del
modelo exacto en varias de las instancias testeadas. Pero aun asi se debe ser cuidadoso al
usar este método, ya que puede empeorar las soluciones iniciales entregadas.

En resumen, en esta tesis se ha presentado un marco de trabajo que puede generar
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predicciones de alta calidad centradas en la toma de decisiones. Utilizando métodos conocidos
en conjunto con un algoritmo de biisqueda local y una reformulacion cuadratica no convexa,
se pudieron ofrecer predicciones con un buen rendimiento en conjuntos de entrenamiento
y testeo en instancias del camino mas corto. En muchos casos, la calidad de la prediccion
mejora tanto en los conjuntos de entrenamiento como en los de testeo. Por lo que, este
trabajo tiene un aporte importante en el drea de estudio en el que se desarrolla.

6.2. Trabajo Futuro

Esta tesis presenta varios desafios que pueden ser abordados en un trabajo futuro. En
primer lugar, mejorar la escalabilidad de las instancias abordadas por el problema. Hasta
ahora, las instancias mas grandes en las que se han probado los modelos, son en grafos de
25 nodos y 200 observaciones. Por lo que, un desafio es escalar el enfoque presentado en esta
tesis en estas dos dimensiones.

En segundo lugar, las instancias generadas en esta tesis son a través de la generacién
artificial de datos. Por lo que, una continuacion natural en cuanto a los datos, es probar
este enfoque en grafos reales con datos reales. Este tltimo punto solo es posible gracias al
desarrollo de algoritmos que puedan resolver instancias mas grandes, como se menciona en
el parrafo anterior.

En tercer lugar, y para que la implementacion de instancias méas grandes sea factible,
queda como trabajo futuro mejorar el rendimiento del solver. Las formulaciones cuadraticas
no convexas raramente terminan con garantia de optimalidad, como se puede apreciar en las
Tablas A.2 y A.1. Por este motivo, y relacionado con las limitaciones del problema, se quiere
derivar desigualdades vélidas que puedan mejorar las cotas duales y, por lo tanto, acelerar
la convergencia del solver no convexo.

En cuarto lugar, probar los métodos presentados en esta tesis en otros problemas no-
minales donde se pueda aplicar esta metodologia. Algunos problemas nominales pueden
ser emparejamientos bipartitos y arboles de cubrimiento minimo. Finalmente, comparar los
métodos de esta tesis con otros enfoques en la literatura, como [27, 23, 19, 24].
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Apéndice A

Anexo

A.1. Resultados
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Figura A.1: Resultados del regret obtenido en cada una de las instancias, para todas las
combinaciones de secuencias de mejora. Tomando como solucién inicial MCO en el conjunto
de entrenamiento.
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Figura A.2: Resultados del regret obtenido en cada una de las instancias, para todas las
combinaciones de secuencias de mejora. Tomando como soluciéon inicial MCO en el conjunto
de testeo.
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A.1. Resultados

Tabla A.1: Porcentaje de Gap para cada una de las instancias para las combinaciones SPO-

LS-EXA, SPO-LS-PEN y SPO-LS-FIX en un tiempo de resoluciéon de 1 hora.

N | Deg | Noise | SPO-LS-EXA | SPO-LS-PEN | SPO-LS-FIX
50 2| 00 0.4 % 0.2% 0.4 %
50 2| 05 6.9 % 6.9 % 6.9 %
50 8| 00 1.6% 1.4% 1.4%
50 8| 05 9.5 % 8.4% 9.5 %
50| 16| 0.0 63.9 % 35.2% 63.9 %
50| 16| 05 42.1% 37.9% 42.1%
100 2| 00 0.1% 0.1% 0.1%
100 2| 05 10.0% 9.8% 10.0 %
100 8| 00 2.7% 2.5% 2.8%
100 8| 05 10.4% 9.7% 10.4%
100 | 16| 0.0 19.7% 18.5% 19.7%
100 | 16| 05 32.7% 46.6 % 32.7%
200 2| 00 0.2% 0.2% 0.2%
200 2| 05 10.4% 11.0% 10.4%
200 8| 00 3.0% 2.6% 3.0%
200 8| 05 13.3% 14.9% 13.3%
200 16| 0.0 8.0 % 8.9% 8.0 %
200 16| 05 28.0 % 27.1% 28.0%
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A.1. Resultados

Tabla A.2: Porcentaje de Gap para cada una de las instancias para las combinaciones MCO-

LS-EXA, MCO-LS-PEN y MCO-LS-FIX en un tiempo de resolucién de 1 hora.

N | Deg | Noise | MCO-LS-EXA | MCO-LS-PEN | MCO-LS-FIX
50 2| 00 0.3% 0.2% 0.3%
50 2| 05 7.3% 7.3% 7.3%
50 8| 00 2.4% 1.4% 2.0%
50 8| 05 8.6 % 8.4% 8.8%
50| 16| 0.0 73.2% 93.7% 73.2%
50| 16| 05 42.3% 76.5% 37.5%
100 2| 00 0.2% 0.1% 0.2%
100 2| 05 9.8% 9.8% 9.8%
100 8| 00 3.0% 2.5% 3.1%
100 8| 05 10.5% 9.7% 10.5%
100 16| 0.0 18.5% 18.5% 18.5%
100 16| 05 33.6 % 39.0% 33.6 %
200 2| 00 0.2% 0.2% 0.2%
200 2| 05 10.7% 10.0 % 10.7%
200 8] 00 3.1% 2.6% 3.1%
200 8| 05 13.1% 13.1% 13.1%
200 16| 0.0 8.3% 11.7% 8.3%
200 16| 05 28.2% 27.1% 28.2%
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