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MAGÍSTER EN CIENCIAS DE LA INGENERÍA, MENCIÓN GESTIÓN DE
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Resumen

En el ámbito de la toma de decisiones económicas y/o sociales, surge la compleja cues-
tión de asignar recursos de manera eficiente. En el contexto de asignación de utilidades, se
busca una distribución que maximice los beneficios de todos los agentes involucrados dadas
las restricciones de asignación que se dispongan. Sin embargo, la búsqueda de eficiencia se
enfrenta a un dilema: la equidad. Una distribución eficiente no garantiza una distribución
equitativa de utilidades, y es que son dos objetivos que podŕıan ir en direcciones contrarias.
Esto implica un trade-off inherente entre eficiencia y equidad, y lo que queremos es estable-
cer los ĺımites asociados a la pérdida de eficiencia al incorporar la equidad. Esta pérdida de
eficiencia se conoce como precio de la equidad.

El enfoque de esta investigación se basa en el análisis de ı́ndices de desigualdad, que pa-
rametrizarán la incorporación de la equidad en la asignación de utilidades. Espećıficamente,
investigamos dos ı́ndices de desigualdad conocidos: el ı́ndice de Gini y el ı́ndice de Simpson.
A partir de este análisis, se extienden y generalizan los resultados a una familia de ı́ndices
de desigualdad que cumplen con ciertas propiedades básicas comúnmente exigidas en la lite-
ratura. Los resultados revelan que, en el peor caso, en la búsqueda de la equidad, se sacrifica
toda la eficiencia.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Trade-off entre equidad y eficiencia

En el mundo de la toma de decisiones económicas y/o sociales, los conceptos de equidad
y alcanzar la máxima eficiencia son dos objetivos que naturalmente inducen un trade-off, ya
que a menudo pueden ir en direcciones contrarias. En un contexto de asignación de utilidades,
se identifican y distribuyen las ganancias disponibles entre diferentes agentes en un momento
dado. En este sentido, la maximización de utilidades se enfoca en garantizar que los agentes
involucrados obtengan la máxima satisfacción cumpliendo las restricciones de asignación que
se dispongan, es decir, que se maximice el beneficio obtenido por cada uno de estos. Por otro
lado, la búsqueda de la equidad se enfoca en la justa distribución de utilidades, de modo que
todos los agentes involucrados tengan un acceso justo a ellas.

Este problema ha sido vastamente estudiado en la literatura [1, 18, 19, 26], intentando
contestar la siguiente pregunta: ¿Es posible alcanzar buenos niveles de equidad y eficiencia
simultáneamente, o son objetivos irreconciliables? La presente investigación se enfoca en
explorar y comprender el trade-off existente entre estos dos objetivos en el contexto de
problemas de asignación de utilidades, prestando atención a la interacción que tienen para
un conjunto de agentes.

A modo de ejemplificar este problema, consideremos un caso simple que implica a dos
agentes. Sean el Agente 1 y el Agente 2 trabajadores de una misma empresa, en la que su
remuneración consiste en sueldos que vaŕıan en un rango entre 0 y 1. En este contexto, donde
0 corresponde al sueldo mı́nimo posible y 1 corresponde al sueldo máximo posible, queremos
entender el trade-off entre estos dos objetivos y cómo afecta la equidad en la asignación de
sueldos.

Sean s1 y s2 los sueldos del Agente 1 y Agente 2, respectivamente. Consideremos los
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siguientes problemas de optimización.

Problema 1:

Maximizar s1 + s2

sujeto a s1 + s2 ≤ 1,5

s1, s2 ≤ 1

Problema 2:

Maximizar s1 + s2

sujeto a 3s1 + s2 ≤ 2

s1, s2 ≤ 1

En el contexto del Problema 1, se identifica que una asignación eficiente pero no equitativa
de sueldos seŕıa (s1, s2) = (1

2
, 1), la cual genera un beneficio total de 1,5. Sin embargo, se

observa que es posible alcanzar una asignación que sea eficiente y equitativa, si pedimos
que ambos agentes reciban el mismo sueldo, logrando (s1, s2) = (3

4
, 3
4
). Ambas asignaciones

generan el mismo beneficio total de 1,5. Este análisis en espećıfico destaca como la equidad
en la asignación puede llevar a una solución que mantiene su eficiencia.

En el contexto del Problema 2, se identifica una asignación eficiente pero no equitativa con
(s1, s2) = (1

3
, 1), generando un beneficio total de 4

3
. Al buscar una asignación que sea eficiente

y equitativa, donde s1 y s2 sean iguales, se encuentra (s1, s2) = (1
2
, 1
2
), con un beneficio total

de 1. Se destaca que, en este caso, alcanzar la equidad en la asignación conlleva a una
disminución en las utilidades totales, evidenciando el trade-off entre ambos objetivos.

Figura 1.1: Se visualizan las soluciones óptimas correspondientes a los problemas de asigna-
ción de utilidades mencionados anteriormente. Cada solución óptima refleja la distribución
de utilidades entre los agentes.

Estos resultados ejemplifican la complejidad de incorporar restricciones de equidad en
problemas de asignación, ya que puede llevar a una pérdida de utilidades. Para abordar este
dilema, es necesario encontrar enfoques que mitiguen este trade-off.
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1.2. Resultados obtenidos

Lo que motiva esta investigación es entender el trade-off entre equidad y eficiencia. Quere-
mos saber qué es lo que provoca que estos objetivos no puedan maximizarse simultáneamente
y que, además, haya un precio que pagar por introducir la equidad. En torno a esto, uno
de los resultados fundamentales obtenidos es demostrar que, en la búsqueda de equidad, es
posible tener que perder toda la eficiencia.

Para abordar la pregunta inicialmente planteada, centramos la investigación en ı́ndices
de desigualdad. Estos ı́ndices permiten medir la desigualdad asociada a una asignación de
utilidades de manera objetiva y, por tanto, contribuyen a cuantificar el trade-off entre equidad
y eficiencia. Tales ı́ndices han sido ampliamente estudiados en la literatura en diferentes
contextos relevantes, ya sean económicos, públicos, poĺıticos, entre otros [15, 16, 20, 23, 24].

Los ı́ndices de desigualdad son funciones que cumplen ciertas propiedades, como por
ejemplo ser Lorenz-consistentes [7] y estandarización [12]. El análisis realizado muestra que,
si nos restringimos a esta familia de ı́ndices de desigualdad (Ver Caṕıtulo 3), la búsqueda de
asignaciones equitativas acorde a dichos ı́ndices conlleva como costo una pérdida de utilidad
en la asignación arbitrariamente alta. Es decir, equidad y eficiencia son dos objetivos que,
dado estos requerimientos, van a ser irreconciliables.

Es relevante mencionar que estos requerimientos son minimales, en el sentido de que,
si relajamos uno de estos requisitos, es posible reconciliar ambas cosas. En espećıfico, este
argumento ha sido demostrado con un análisis ajustado para el caso del ı́ndice de Sim-
pson relajando la condición de estandarización, la cual no satisface. Empleando el ı́ndice
de Simpson, se prueba que no es necesario tener que perder toda la utilidad al incorporar
restricciones de equidad (ver Caṕıtulo 4). Los resultados anteriores se complementan con un
análisis ajustado para el caso del ı́ndice de Gini, el cual cumple con las condiciones de ser
Lorenz-consistente y estandarizado (ver Caṕıtulo 5).

Entonces, respondiendo con más certeza la pregunta sobre la posibilidad de alcanzar
equidad y eficiencia de forma simultánea, se concluye que no es posible, al menos cuando se
estudian ı́ndices de desigualdad que cumplen las propiedades Lorenz-consistente y estanda-
rización.

1.3. Trabajo relacionado

Una forma en la que la literatura ha confrontado el problema de asignar recursos eficien-
te y equitativamente es utilizando técnicas relacionadas a aversión al riesgo. La asignación
se lleva a cabo de manera que se maximice una función del beneficio total de los agentes,
la cual vuelve menos deseables las asignaciones dispares y más deseables las asignaciones
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balanceadas. En este contexto, Bertsimas et al. [2] plantean el modelo α-Fairness, un meca-
nismo de asignación que incorpora la equidad en su solución. En dicho trabajo plantean que
una asignación de recursos eficiente no siempre es justa para todos los agentes involucrados.
De hecho, ellos demuestran que pedir eficiencia y equidad son dos objetivos de asignación
que van en sentidos contrarios, ya que empleando su modelo, proporcionan ĺımites estrictos
asociados a la pérdida relativa de eficiencia debido a una asignación equitativa. Dada esta
disminución de eficiencia, se define el Price of Fairness (PoF) [2], que es el precio que se debe
pagar por incoporar dicha noción de equidad.

Los autores definen un problema de maximización dado un conjunto de utilidades U como

max 1Tu

s.a u ∈ U

Donde la máxima utilidad total alcanzable en U es System(U) = sup(1Tu|u ∈ U).

El problema de asignación α-Fairness denotado por z(α) es argmaxu∈UWα(u), el cuál
asigna las utilidades maximizando la función de bienestar social de elasticidad constante
Wα, parametrizada por α ≥ 0.

Wα(u) =


n∑

j=1

u1−α
j

1−α
para α ≥ 0, α ̸= 1

n∑
j=1

log(uj) para α = 1

Dado esto, la máxima utilidad alcanzable bajo el modelo α-Fairness es Fair(U ;α) = 1T z(α).
Entonces, la pérdida de eficiencia en comparación con la eficiencia máxima al incorporar el
parámetro α, se define como:

PoF(U ;α) =
System(U)− Fair(U ;α)

System(U)
.

Es relevante notar que para α = 0, se cumple System(U) = Fair(U ; 0), por tanto, PoF(U ; 0) =
0. Por otro lado, para αk ∈ R una sucesión creciente tal que αk ≥ 1 y αk → ∞, se obtiene
en el ĺımite el caso donde todas las utilidades de los agentes deben ser iguales.

Con miras a atender la situación anterior, Bertsimas et al. [2] diseñan un caso de estudio
relacionado con la gestión del flujo de tráfico aéreo, con el propósito de ejemplificar el trade-
off entre equidad y eficiencia. Este caso menciona que, al presentarse condiciones climáticas
impredecibles, la gestión de los vuelos se considera justa debido a que la reprogramación de
estos mantiene su planificación original. La problemática recae en que esta situación no es
eficiente, ya que los retrasos asociados a la reprogramación, generan costos significativos. Sin
embargo, a pesar de tener propuestas que reducen los retrasos y sus costos, estas no han sido
aplicadas dado que no abordan el tema de si las ganancias de la optimización se distribuirán
de manera equitativa entre las partes involucradas. A partir de estos antecedentes, el caso
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concluye que al elegir un valor de α en el modelo α-Fairness [2], es posible negociar eficiencia
por equidad.

De manera semejante, Breugem et al. [3] plantean un caso de estudio enfocado en la
asignación equitativa y atractiva de labores a trabajadores en turnos rotativos. El objetivo
principal es lograr que la asignación de labores sea lo más equitativa posible, mientras que,
por otro lado, debe maximizarse el atractivo de los turnos rotativos. La atractividad hacia los
turnos rotativos se basa en los atributos que tiene cada labor asignada a un turno y, además,
que permita un equilibrio entre trabajo y vida personal de la programación del turno. El
propósito es que todos los trabajadores desempeñen las labores en igualdad de condiciones
en los turnos predefinidos, ya que estos van a presentar un mejor desempeño ante situaciones
laborales óptimas. Es relevante destacar que, al igual que en el caso anterior, es posible tener
un conjunto de programación de turnos que sea equitativo, pero no atractivo, y viceversa.
Por ejemplo, se podŕıa lograr una distribución equilibrada de tareas entre los turnos (es
decir, una asignación justa), pero a su vez, se podŕıa tener una carga laboral alta durante
un periodo de tiempo (es decir, una programación de turnos no atractiva). Por tanto, este
caso busca alcanzar un equilibrio entre la asignación equitativa de tareas y la atracción de
los trabajadores hacia los turnos.

Tal como los dos casos planteados anteriormente, existen diversos contextos en los que
se puede aplicar un método de asignación de recursos. Por ejemplo, Cohen et al. [4] abordan
la discriminación de precios en el contexto del e-commerce y plantean preocupaciones en
términos de equidad. El método que proponen es un marco formal para la fijación de precios
con equidad. Para esto, se presentan cuatro definiciones de equidad relacionadas a este
contexto:

1. La equidad de precios impone que los precios ofrecidos sean iguales para todos los
consumidores;

2. La equidad de la demanda impone que el acceso al producto sea lo más cercano posible
para todos los consumidores;

3. La equidad del excedente impone que el excedente promedio sea igual para cada con-
sumidor; y

4. La equidad de valoración monetaria sin compra impone que la pérdida de valor de los
consumidores que no compran el producto sea similar para todos.

Asimismo, los autores señalan que satisfacer todos los objetivos de equidad simultánea-
mente es imposible, por lo que se evalúa un modelo empleando cada objetivo por separado e
identifican las condiciones bajo las cuales el bienestar social aumenta o disminuye. Además,
es relevante mencionar que, imponer equidad para el consumidor resulta en una pérdida
de ganancias para el vendedor. Se concluye que imponer cierta equidad puede aumentar el
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bienestar social, pero imponer demasiada equidad puede llevar a una pérdida total, donde
ni el consumidor ni el vendedor tendrán ganancias.

En relación a los estudios que se abordaron anteriormente [2, 3, 4], cada uno de estos estu-
dios presenta un enfoque diferente, explorando diferentes definiciones de equidad, evaluando
su impacto en el bienestar social, aśı como las pérdidas y ganancias que puede traer consigo.
En conclusión, los autores coinciden en que la búsqueda de la equidad puede implicar una
pérdida de eficiencia en la solución de asignación, de modo que si se busca un nivel excesivo
de equidad, esto puede resultar en una pérdida significativa de eficiencia.

En ciertas circunstancias es factible establecer ĺımites en las pérdidas de eficiencia y
equidad, incluso cuando dichos ĺımites resulten en la pérdida total de alguno de los dos
objetivos. El propósito es lograr un equilibrio entre eficiencia y equidad mediante un solo
parámetro espećıfico. Un ejemplo de esto es el modelo α-Fairness [2]. En este modelo, el
parámetro α se define con α ≥ 0, donde α = 0 representa total libertad en cuánto a equidad,
y α → ∞ representa la incorporación de absoluta equidad en la asignación. Otro parámetro
relevante está vinculado a la incorporación de la equidad a través de ı́ndices de desigualdad,
los cuales se definirán en su propio dominio. La distinción entre el parámetro α ≥ 0 y un
ı́ndice de desigualdad recae en que el modelo α-Fairness [2] modifica la función objetivo,
mientras que un ı́ndice de desigualdad incorpora restricciones. Por esto es que se tiene un
enfoque particular en el ı́ndice de Gini [6, 12, 25] y el ı́ndice de Simpson [9, 22]. Para
comprender el trade-off entre eficiencia y equidad, se analizan las propiedades bajo las cuáles
se rigen cada uno de estos ı́ndices de desigualdad. El propósito es examinar las condiciones que
determinan cada propiedad, lo que a su vez, permite generalizar las condiciones que definen
el comportamiento de este trade-off, que representa el precio a pagar al pedir equidad.

Como describen ciertos estudios [6, 7, 12, 25], el ı́ndice de Gini se rige por una serie de
propiedades. Estas propiedades incluyen ser Lorenz-consistente, que reúne las caracteŕısticas
de invarianza bajo escalamiento, principio de Pigou-Dalton, replicación, simetŕıa, y también,
estandarización. Por otra parte, el ı́ndice de Simpson, a diferencia del ı́ndice de Gini, no
cumple con la propiedad de estandarización, como se ha observado en algunos estudios [9, 22].
Para generalizar las condiciones que definen el comportamiento del trade-off entre eficiencia
y equidad, se estudian otros ı́ndices de desigualdad en investigaciones previas [11, 13, 14, 25],
para saber cuáles son las propiedades que cumple cierta familia de ı́ndices de desigualdad.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

En este caṕıtulo se presentan los fundamentos que definen los conceptos preliminares
necesarios para comprender los temas que se abordan en esta tesis. Estos conceptos y de-
finiciones son la base sobre la cual se construirá el análisis y se obtendrán los resultados
esperados.

Comencemos definiendo qué es un problema de asignación de utilidades, concepto que
será utilizado recurrentemente a lo largo de la tesis.

Definición 2.1 (Problema de asignación de utilidades) Dada una función f : U ⊆ Rn →
R+, f(u) representa el beneficio asociado a la distribución de utilidad u entre los agentes.
El objetivo es maximizar el beneficio total entre las asignaciones factibles, modelado como
sigue:

max f(u)

s.a u ∈ U

En el contexto de la tesis, la función f(u) corresponde a la suma de las utilidades. Es
decir,

f(u) =
n∑

i=1

ui

2.1. Índices de desigualdad

En esta sección se definen los ı́ndices de desigualdad fundamentales para este trabajo,
junto con las propiedades que satisfacen.
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Definición 2.2 (́Indice de desigualdad) Un ı́ndice de desigualdad es una familia de funciones
In : Rn → [0, 1], n ∈ N, lo que se interpreta como una función que recibe asignaciones de
utilidad entre n agentes y retorna un ı́ndice expresando qué tan desigual es dicha asignación.

En relación a los ı́ndices relevantes a estudiar, se considera el Índice de Gini e Índice
de Simpson. Ambos son ı́ndices ampliamente utilizados en la economı́a para cuantificar y
analizar la desigualdad en la distribución de ingresos en una población [5, 8, 10, 17].

1. Índice de Gini. Este ı́ndice proporciona una medida numérica de la desigualdad en
una distribución de utilidades o ingresos. Se define como:

Gn(u) =
1

2n
n∑

i=1

ui

n∑
i=1

n∑
j=1

|ui − uj|. (2.1)

Es una función en la que se toman los valores absolutos de la diferencia entre pares
y se normaliza en función del promedio. El resultado numérico proporcionado por el
ı́ndice de Gini está en el intervalo de 0 a 1, donde 0 indica una distribución de utilidades
completamente igualitaria y 1 indica una distribución completamente desigual. Cuanto
más cercano a 1 sea el valor del ı́ndice, mayor será la desigualdad en la distribución.

Consideremos los siguientes ejemplos. Sean utilidades ui ∈ {0, 1}, i = {1, 2, . . . , n},
entre n agentes.

(a) Para el vector de utilidades u = (1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) entre 10 agentes, la uti-
lidad total es 4. La desigualdad asociada a esta distribución de utilidades es
Gn(u) = 0,6.

(b) Para el vector de utilidades u = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) entre 10 agentes, la uti-
lidad total es 10. La desigualdad asociada a esta distribución de utilidades es
Gn(u) = 0.

En el ejemplo (a) la utilidad total es baja y la distribución de utilidades es desigual.
Esto indica un ı́ndice de Gini relativamente alto, indicando una mayor desigualdad.

En el ejemplo (b) se visualiza que una distribución equitativa de utilidades entre todos
los agentes conlleva a que el ı́ndice de Gini sea 0, indicando que la desigualdad es
mı́nima.

2. Índice de Simpson. Este ı́ndice proporciona una medida numérica de la concentración
o desigualdad en una distribución de categoŕıas o elementos. Se define como:

Sn(u) =

n∑
i=1

u2
i( n∑

i=1

ui

)2
. (2.2)
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Es una función definida por la suma de los cuadrados de las proporciones de cada
categoŕıa en relación con el total. El resultado numérico proporcionado por el ı́ndice de
Simpson está en el intervalo de 0 a 1, donde 0 indica una distribución completamente
diversa o uniforme y 1 indica una distribución altamente concentrada o desigual. Cuan-
to más cercano a 1 sea el valor del ı́ndice, mayor será la concentración en las categoŕıas
o elementos de la distribución, lo que indica una mayor desigualdad.

Consideremos el siguiente ejemplo. Sean utilidades ui ∈ {0, 1}, i = (1, 2, . . . , n), entre
n agentes.

(a) Para la asignación u = (1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0) entre 10 agentes, la utilidad total
es U = 5. La desigualdad asociada a esta distribución de utilidades es Sn(u) = 0,5.

En el ejemplo (a) el vector de utilidades muestra que algunos agentes tienen utilidades
más altas que otros, esto contribuirá a la desigualdad en la distribución. En tanto, el
ı́ndice de Simpson sugiere una distribución moderada de desigualdad.

2.1.1. Propiedades de los ı́ndices de desigualdad

En la literatura, se han identificado ciertas propiedades básicas que son requisito para
poder medir desigualdad. Entre estas propiedades, nos enfocamos particularmente en las
siguientes:

1. Invarianza bajo escalamiento. Sea In un ı́ndice de desigualdad y U ⊆ Rn un
conjunto de asignaciones de utilidad factibles. Si la utilidad ui de cada agente i se
multiplica por un factor común β > 0, entonces la desigualdad permanece sin cambios.
Es decir,

In(βu) = In(u).

Es natural pedir que el ı́ndice In sea invariante respecto a las unidades en las que
se miden los ingresos, en este contexto, las utilidades. Esto permitirá llevar a cabo
comparaciones y comprender los resultados de manera coherente y consistente.

2. Principio de Pigou-Dalton. Sea In un ı́ndice de desigualdad y U ⊆ Rn un conjunto
de asignaciones de utilidad factibles. Si se hace una transferencia de utilidades m desde
el agente i con utilidad ui al agente j con utilidad uj tal que

ui −m > uj +m,

entonces el ı́ndice In no aumenta. En cambio, si se hace una transferencia de utilidades
desde el agente i con utilidad ui al agente j con utilidad uj tal que

ui −m < uj +m,

entonces el ı́ndice In no disminuye. Se necesita que el ı́ndice In satisfaga esta propiedad
debido a que la desigualdad no puede disminuir en una población cuando las utilidades
son transferidas de un agente con menos recursos a otro con más recursos.
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3. Simetŕıa. Sea In un ı́ndice de desigualdad y U ⊆ Rn un conjunto de asignaciones de
utilidad factibles. Si las utilidades de los agentes se reordenan dentro de la población,
entonces el ı́ndice In permanece sin cambios. Es decir,

In(π(u)) = In(u),

donde π(u) es cualquier permutación de u. Esto igualmente hace mención a que el ı́ndice
In es independiente de cualquier caracteŕıstica que no sea el conjunto de utilidades. Se
necesita que el ı́ndice In satisfaga esta propiedad, debido a que proporciona coherencia
y robustez, permitiendo comparaciones consistentes entre distintas distribuciones de
utilidades.

4. Principio de replicación. Sea In un ı́ndice de desigualdad y U ⊆ Rn un conjunto de
asignaciones de utilidad factibles. Si se replica la población un número arbitrario de
veces t > 0, entonces el ı́ndice In permanece sin cambios. Es decir,

In(u) = Itn(u, . . . , u),

donde (u, . . . , u) ∈ U t ⊆ Rtn es el vector que se obtiene de t copias de u. Es necesario
que el ı́ndice In satisfaga esta propiedad, ya que garantiza que dicho ı́ndice no se vea
afectado por modificaciones en el tamaño de la población a través de repeticiones. De
esta forma, la distribución de utilidades se mantiene sin variaciones.

5. Estandarización. Sea In un ı́ndice de desigualdad y un vector de utilidades u ∈ U ,
U ⊆ Rn un conjunto de asignaciones de utilidad factibles, con k entradas iguales a 1 y
n− k entradas iguales a 0, es decir

u = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0).

Entonces,

In(u) = 1− k

n
.

Esto quiere decir que la diferencia de desigualdades entre cada agente i serán iguales
a una constante común para k fijo, ya que la desigualdad va a ir en aumento respecto
a n, que corresponde al número de agentes.

Otra propiedad usualmente mencionada en la literatura es la condición de que el ı́ndice
In sea Lorenz-consistente al medir inequidad en problemas de asignación. Para comprender
esta condición, es útil introducir algunos términos clave.

En general, decimos que una función F : R+ → [0, 1] es una distribución si F es no-
decreciente, ĺımt→∞ F (t) = 1, ĺımt→−∞ F (t) = 0, y es continua por la derecha. Dado que una
distribución F no siempre es continua, la inversa no necesariamente existe en todo punto.
Por lo tanto, trabajamos con la inversa generalizada que se define como F−1(t) = ı́nf{y ∈
R : F (y) ≥ t}.
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Definición 2.3 (Curva de Lorenz) Dada una distribución F : R+ → [0, 1], la curva de
Lorenz es la función LF : [0, 1] → [0, 1] tal que

LF (p) =
1∫∞

0
(1− F (s))ds

∫ p

0

F−1(t) dt para todo p ∈ [0, 1].

Para un vector de ingresos u = (u1, . . . , un), para t ≥ 0 sea

ℓ(u, t) = máx

{
j ∈ {1, . . . , n} :

j∑
i=1

ui ≤ t

}
.

Sea Fu : R+ → [0, 1] la función tal que Fu(t) =
∑ℓ(u,t)

j=1 uj para todo t ≥ 0. La función Fu es
de hecho una distribución cuando

∑n
j=1 uj = 1.

La curva de Lorenz se utiliza para representar gráficamente la desigualdad en la dis-
tribución de la variable que se estudia. Esta curva se construye mediante una función que
asigna a cada distribución de la población (p) una distribución acumulada de U , que se de-
nomina LF (p). Es decir, LF (p) muestra como se distribuye la variable U en una distribución
espećıfica de la población.

A modo de ilustración, una curva de Lorenz estándar para una distribución continua de
utilidades se ve como en la Figura 2.1. La Ĺınea de Igualdad en la gráfica representa una
distribución completamente igualitaria, donde todos tienen la misma cantidad de utilidades,
es decir, LF (p) = p. Mientras que si la distribución es desigual, la curva de Lorenz se
encuentra debajo de esta Ĺınea de Igualdad. Para crear la curva de Lorenz, se trazan los
puntos (p, LF (p)). En tanto, el área existente entre la ĺınea de igualdad y la curva de Lorenz,
refleja visualmente el nivel de desigualdad en la distribución de utilidades en la población.

Figura 2.1: La curva de Lorenz estándar para una distribución continua de utilidades. El eje
x representa la distribución acumulada de la población y el eje y representa la distribución
acumulada de U .
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Para el caso del ı́ndice de Gini, es posible escribir expĺıcitamente una dependencia fun-
cional entre este ı́ndice y la curva de Lorenz [6]. En particular, se establece mediante una
integral (G(u)).

G(u) = 2

∫ 1

0

(p− LFu(p)) dp para todo p ∈ [0, 1].

Esta cuantifica en qué medida la curva de Lorenz se desv́ıa de la completa equidad, que
corresponde a la Ĺınea de Igualdad.

La Figura 2 representa la curva de Lorenz que ilustra cómo el ı́ndice de Gini se comporta
en el contexto de una distribución continua de utilidades. Para esta distribución, se obtiene
que el ı́ndice de Gini es igual a 0.34.

Figura 2.2: La curva de Lorenz representa cómo se comporta el ı́ndice de Gini en el contexto
de una distribución continua de utilidades. El eje x representa la distribución acumulada de
la población y el eje y representa la distribución acumulada de U .

En tanto, la curva de Lorenz proporciona un criterio útil conocido como ser Lorenz-
consistente.

Definición 2.4 (Lorenz-consistente) Para dos distribuciones, u y v, se dice que u tiene
mayor o igual desigualdad que v bajo el criterio de Lorenz, denotado por uLv, si satisface:

uLv =⇒ LFu(p) ≤ LFv(p) para todo p ∈ [0, 1].

Finalmente, una medida de desigualdad I es Lorenz-consistente si:

uLv =⇒ In(u) ≥ In(v).
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El criterio Lorenz-consistente se refiere a la propiedad de estabilidad relativa de la dis-
tribución de utilidades en una población a medida que se realizan cambios en la asignación
de los recursos entre los agentes. Esto implica que cualquier cambio en la distribución de
utilidades, ya sea hacia una mayor desigualdad o una menor desigualdad, debe reflejarse en
el valor del ı́ndice In de manera coherente. Basándose en este criterio, el resultado que es de
interés es el propuesto por Foster [7], el cual señala que de hecho las propiedades establecidas
anteriormente son equivalentes a ser Lorenz-consistente.

Teorema 2.5 (Foster [7]) Un ı́ndice de desigualdad In es Lorenz-consistente si y solo si In
satisface invarianza bajo escalamiento, principio de Pigou-Dalton, simetŕıa y principio de
replicación.

Una vez que se han establecido las condiciones que deben cumplir los ı́ndices de des-
igualdad, tales como Lorenz-consistente y estandarización, procedemos a definir el problema
de maximización de utilidades parametrizado por γ ∈ [0, 1], que se relaciona con una cota
asociada a un ı́ndice de desigualdad In. Este último problema, que modela la maximización
de utilidades con la inclusión de equidad, nos brinda la oportunidad de medir la pérdida
de utilidad asociada a la incorporación de equidad en la distribución de utilidades, lo que
usaremos para introducir el concepto de precio de la equidad.

2.2. Maximizar utilidades con restricciones de equidad

En esta sección se introduce el problema de maximización de utilidades con restricciones
de equidad.

Recordemos que dado un conjunto U ⊆ Rn compacto y convexo de utilidades factibles,
se define

Welfare(U) = máx

{
n∑

i=1

ui : u ∈ U

}
como el valor de la máxima utilidad total alcanzable en U . Dada una familia de ı́ndices de
desigualdad (In)n∈N tales que In : Rn → [0, 1] para todo n ∈ N, y dado γ ∈ [0, 1], se define

F(In, U, γ) := {u ∈ U : In(u) ≤ γ}.

Incorporar una restricción de equidad en una asignación de utilidades implica no solo la
maximización de utilidad total, sino también la distribución equitativa de estas utilidades
entre los agentes involucrados, estando sujeta a un parámetro γ. Nuestro interés radica en
medir la pérdida de eficiencia resultante de la introducción de esta restricción de equidad en
el problema de maximización de utilidades.

Esta idea se refleja en la siguiente definición.
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Definición 2.6 (Precio de la equidad) Sea un ı́ndice de desigualdad In. Dado un conjunto
U ⊆ Rn compacto y convexo de utilidades factibles, y dado γ ∈ [0, 1], el precio de la equidad
corresponde a

PoE(I, U, γ) = 1− Welfare(F(I, U, γ))

Welfare(U)
.

Observemos que se imponen ciertas condiciones sobre el conjunto U , las que son conve-
xidad y compacidad. En este problema de maximización de utilidades con restricciones de
equidad, la solución óptima está contenida en U. La convexidad de U se establece al cumplir
la propiedad de que, para cualquier par de puntos dentro del conjunto, la ĺınea que conecta
esos dos puntos también está contenida en el conjunto. Esto es útil debido a que al incorporar
la restricción de equidad en la región factible del conjunto U , si este no fuera convexo, existe
la posibilidad de que la utilidad de la solución óptima con restricciones de equidad es cero,
indeterminando el precio de la equidad. Por otro lado, se destaca que el conjunto U sea un
conjunto compacto para asegurar la existencia de un óptimo en el problema de maximización
de utilidades.

Una vez definido el precio de la equidad, nuestro interés se centra ahora en estudiar su
comportamiento en función de γ y n, en torno a un conjunto de utilidades U.

Definición 2.7 (Máximo valor del precio de la equidad) Para cualquier ı́ndice de desigualdad
In y sea γ ∈ [0, 1], el precio de la equidad se define como el máximo valor del precio de la
equidad sobre todos los conjuntos de asignaciones de utilidad posibles U ⊆ Rn. Es decir

PoE(In, γ) = sup
U⊆Rn

PoE(In, U, γ).

Hacia una caracterización del peor caso para el precio de la equidad

A continuación, se presentan dos lemas sobre el conjunto U. Estos lemas construyen
conjuntos de utilidades espećıficos que conllevan al escenario del peor caso para el precio de
la equidad.

Lema 2.8 Sea U ⊆ [0, 1]n convexo, compacto y tal que ei ∈ U , i = 1, . . . , n, donde ei
corresponde a los vectores canónicos de Rn. Sea u∗ = argmaxu∈U

∑n
i=1 ui y sea U∗ =

conv(⃗0, e1, . . . , en, u
∗). Entonces para todo n ∈ N y para todo γ > 0, se cumple que

PoE(In, U, γ) ≤ PoE(In, U
∗, γ).

Demostración. Se debe notar que U∗ ⊆ U , pues U∗ es la envoltura convexa de elementos de
U , y por tanto, Welfare(F(In, U

∗, γ)) ≤ Welfare(F(In, U, γ)). Además,

Welfare(U∗) = Welfare(U).

14



De hecho, puesto que U∗ ⊆ U , entonces Welfare(U∗) ≤ Welfare(U). Sin embargo, como
u∗ = argmaxu∈U

∑n
i=1 ui, sabemos que Welfare(U) alcanza su máximo valor en u∗ ∈ U∗, por

lo que se concluye lo enunciado. Esto permite concluir que

1− Welfare(F(In, U, γ))

Welfare(U)
≤ 1− Welfare(F(In, U

∗, γ))

Welfare(U∗)
.

Y por lo tanto, por definición del PoE, se cumple que PoE(In, U, γ) ≤ PoE(In, U
∗, γ).

En el siguiente lema, se construye el conjunto Ũ para probar la existencia de un escenario
más desfavorable, donde el PoE será mayor.

Lema 2.9 Sea u∗ ∈ [0, 1]n y U∗ = conv(⃗0, e1, . . . , en, u
∗). Existe ũ ∈ U∗ de la forma ũ =

(1, . . . , 1, 0, . . . , 0) tal que para Ũ = conv(⃗0, e1, . . . , en, ũ) se cumple que PoE(In, U
∗, γ) ≤

PoE(In, Ũ , γ).

Demostración. Como se consideran ı́ndices de desigualdad que cumplen la propiedad de
invarianza bajo escalamiento, se cumple que PoE(In, βU, γ) = PoE(In, U, γ), donde βU co-
rresponde al conjunto de utilidades U multiplicado por un factor común β > 0. Asumiremos
entonces sin pérdida de generalidad que

∑n
i=1 u

∗
i = k ∈ N.

Sea el vector u∗ ∈ [0, 1]n y el vector ũ = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0), tal que sus primeros k
términos son iguales a 1, y por ende

∑n
i=1 ũi = k. Dado que se están considerando ı́ndices

de desigualdad que son Lorenz-consistentes, por la propiedad de Pigou-Dalton vemos que la
desigualdad es mayor para el vector ũ. De hecho, dado que u∗ es un vector arbitrario que se
encuentra ordenado de mayor a menor, podemos construir un vector ũ transfiriendo utilidades
desde el agente i hacia los primeros k términos del vector, aumentando las utilidades de los
agentes que originalmente teńıan más, por lo que la desigualdad es mayor. Entonces,

In(ũ) ≥ In(u
∗). (2.3)

Sea un vector de utilidades u ∈ U∗ y su definición como combinación convexa igual a

α00⃗ +
n∑

i=1

αiei + αn+1u,

donde α0, α1, . . . , αn+1 ∈ [0, 1] tal que
∑n+1

i=0 αi = 1. Entonces por (2.3) y por ser Lorenz-
consistente, para los vectores u∗ ∈ [0, 1]n y ũ = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0), dado que existe un cambio
en la distribución de utilidades hacia una mayor desigualdad, se cumple

I(α00⃗ +
n∑

i=1

αiei + αn+1ũ) ≥ I(α00⃗ +
n∑

i=1

αiei + αn+1u
∗). (2.4)
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Sabemos que la utilidad total de un vector de la forma α00⃗ +
∑n

i=1 αiei + αn+1u es

αn+1

n∑
i=1

ui + 1− αn+1 − α0. (2.5)

Entonces para probar el Lema (2.9), por contradicción, supongamos que

PoE(In, U
∗, γ) > PoE(In, Ũ , γ).

Además, dado Welfare(Ũ) = Welfare(U∗), tenemos que

1− Welfare(F(In, U
∗, γ))

Welfare(U∗)
> 1− Welfare(F(In, Ũ , γ))

Welfare(Ũ)
.

Por tanto, bajo el supuesto de la contradicción, se cumple

Welfare(F(In, Ũ , γ)) > Welfare(F(In, U
∗, γ)).

Sea ũ
′
= argmaxWelfare(I,Ũ ,γ). Existen valores λ0, . . . , λn+1 ∈ [0, 1] con

∑n
i=1 λi = 1 tal que

ũ′ = λ00⃗ +
n∑

i=1

λiei + λn+1ũ.

Gracias a (2.4), si se define el vector u∗∗ = λ00⃗ +
∑n

i=1 λiei + λn+1u
∗ usando las mismas

distribuciones de λi anteriores, se tiene que

In(u
∗∗) ≤ In(ũ

′
) ≤ γ.

Y por (2.5), el profit de u∗∗ y ũ′ son

λn+1

n∑
i=1

u∗
i + 1− λn+1 − λ0 , λn+1

n∑
i=1

ũi + 1− λn+1 − λ0

respectivamente. Esto implica que

Welfare(F(In, U
∗, γ)) ≥ Welfare(F(In, Ũ , γ))

Aqúı es donde se llega a una contradicción con el supuesto inicial.

Para los resultados de las secciones siguientes, inspirados por los lemas anteriores, po-
demos construir de manera expĺıcita instancias que conllevan precios de la equidad altos.
Construiremos dichas instancias en esta sección, las que serán revisitadas más adelante en
las secciones respectivas.
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Construimos el conjunto convexo generado por los vectores canónicos y ũ, de la forma

λ00⃗ +
n∑

i=1

λiei + λn+1ũ.

En tanto, la elección de los valores de λ0, λ1, . . . , λn+1 debe permitir maximizar la utilidad.
Dado que se quiere distribuir las utilidades en igualdad a todos los agentes, se construye el
vector ũ(n).

ũ(n) =
1− Λ

n− k



0
...
0
1
...
1


+ Λ



1
...
1
0
...
0


=



Λ
...
Λ

1−Λ
n−k
...

1−Λ
n−k


(2.6)

Donde los valores relacionados a la combinación convexa que define el vector ũ(n) son

λ0 = 0

λi = 0, para todo i ∈ {1, . . . , k}

λi =
1

n− k
(1− Λ), para todo i ∈ {k + 1, . . . , n}

λn+1 = Λ

Para cada resultado espećıfico, miraremos instancia como la descrita anteriormente y
analizaremos cómo se comporta el precio de la equidad en cada caso como función de γ y n.
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Caṕıtulo 3

Comportamiento asintótico del precio
de la equidad

En este caṕıtulo demostraremos que para cualquier ı́ndice de desigualdad, que cumpla
continuidad, ser Lorenz-consistente y estandarización, el precio de la equidad converge a 1
como función de n para γ fijo. Además, también daremos garant́ıas más finas cuando se pide
total equidad (es decir, γ = 0).

3.1. El caso de γ = 0

En esta sección se estudia la dependencia del precio de la equidad cuando el número
de agentes (n) aumenta y cuando se pide total equidad (γ = 0) para cualquier ı́ndice de
desigualdad.

En el siguiente Lema se introduce un resultado conocido y útil para el caso de γ = 0.
Primero, es necesario introducir el precio de la justicia (PoF, por la sigla en inglés Price of
Fairness). El PoF es el precio que se debe pagar por la pérdida de eficiencia en compara-
ción con la eficiencia máxima al incorporar cierta medida de equidad en una asignación de
recursos, conocida como α-fairness (ver Sección 1.3).

Lema 3.1 (Bertsimas et al. [2]) Consideremos un problema de asignación de recursos con
n agentes, n ≥ 2. Sea U ⊆ [0, 1]n el conjunto compacto y convexo de utilidades. Sea αk ∈ R
una sucesión creciente tal que αk ≥ 1 y αk → ∞. Entonces:

ĺım sup
k→∞

PoF(U ;αk) ≤ 1− 4n

(n+ 1)2
.
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En el siguiente Lema, usando el resultado del Lema 3.1, obtenemos garant́ıas para el
precio de la equidad cuando γ = 0.

Lema 3.2 Sea (In)n∈N una familia de ı́ndices de desigualdad y dado γ = 0. Entonces, el
PoE converge a 1 a medida que aumenta el número de agentes (n).

PoE(In, U, γ) ≤ 1− 4n

(n+ 1)2

Demostración del Lema 3.2. Observemos que, para cualquier ı́ndice de desigualdad, el valor
mı́nimo de éste se alcanza cuando todas las coordenadas tienen igual valor gracias al principio
de Pigou-Dalton. Por ende, restringirse al caso γ = 0 es equivalente a exigir que todas las
utilidades sean iguales, en cuyo caso Bertsimas et. al [2], tal como se enuncia en el Lema 3.1,
concluye que el PoE corresponde a la expresión propuesta.

En lo que sigue, demostraremos que el ĺımite 1 de hecho se alcanza, incluso para el caso
de más interés donde γ > 0.

3.2. El caso de γ > 0

En esta sección demostraremos que, para cualquier ı́ndice de desigualdad que cumpla
ciertas condiciones necesarias y cualquiera sea el valor de γ ∈ [0, 1], el precio de la equi-
dad tendrá el mismo comportamiento asintótico. Dicho resultado se formaliza mediante el
siguiente teorema, que es nuestro resultado principal.

Teorema 3.3 Sea (In)n∈N un ı́ndice de desigualdad con In : Rn → [0, 1] y tal que para todo
n ∈ N lo siguiente se cumple:

1. In es continua.

2. In es Lorenz-consistente.

3. In es estandarizada.

Entonces, para todo γ ∈ [0, 1], ĺımn→∞ PoE(In, γ) = 1.

En adelante demostraremos el Teorema 3.3. Para lograr esto, será necesario demostrar la
validez de un lema clave en nuestro análisis (ver Lema 3.4).

Consideremos un vector de utilidades ũn de la forma

ũn = (1k, 0n−k) = (1, 1, 1, . . . , 0, 0, 0),
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donde los primeros kn términos son iguales a 1 y los n − k términos corresponden a 0.
Definimos kn de tal forma que

In(ũn) ≥ γ + ε, ε > 0.

Consideremos ahora la combinación convexa generada por los vectores canónicos, el cero y
ũn, como Ũn = conv(⃗0, e1, ..., en, ũn). Observemos que el Welfare(Ũn) corresponde a la suma
de los profit de ũn. Es decir,

Welfare(Ũn) = kn.

Definimos ahora el vector ũ(n) como en (2.6), de la forma

ũ(n) = (Λn, . . . ,Λn,
1− Λn

n− kn
, . . . ,

1− Λn

n− kn
) ∈ Ũn.

Por el principio de Pigou-Dalton, tenemos que In(ũ
(n)) ≤ In(ũn). A continuación, de-

mostraremos que para poder obtener que la desigualdad se vuelva In(ũ
(n)) ≤ γ, se requiere

que Λn sea cada vez más pequeño al punto de converger a cero. El siguiente lema permite
obtener el comportamiento asintótico de Λn.

Lema 3.4 Sea (In)n∈N un ı́ndice de desigualdad, con In : Rn → [0, 1], tal que para todo
n ∈ N lo siguiente se cumple:

1. In es continua.

2. In es Lorenz-consistente.

3. In es estandarizada.

Entonces, si para todo n ∈ N, In(ũ(n)) ≤ γ, se tiene que ĺım
n→∞

Λn = 0 v́ıa subsucesión.

Demostración. Supongamos por contradicción que ĺım
n→∞

Λn ̸= 0. Esto significa que existe

c > 0 tal que
ĺım sup
n→∞

Λn = c > 0

Esto quiere decir que para una sucesión monótona decreciente de valores de Λn, y para n →
∞, el ĺımite a través de la sucesión es c.

Dada la sucesión monótona decreciente de valores de Λn, consideremos un ı́ndice n′ sufi-
cientemente grande de tal forma que Λn′ ≥ c − ε > 0, para un ε > 0 dado suficientemente
pequeño.

Para este elemento n′ se construye una subsucesión de Λn monótona, tal que la inequidad
de ũ(n) sea a lo más γ. Sea el vector ũ(n′) (2.6) de la forma

ũ(n′) = (Λn′ , . . . ,Λn′ ,
1− Λn′

n′ − kn′
, . . . ,

1− Λn′

n′ − kn′
).
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Entonces por hipótesis, tenemos que

In′(ũ(n′)) ≤ γ.

Consideremos ahora el término 2n′ de la subsucesión monótona. Ya que tanto sus primeros
como sus segundos términos están repetidos una cantidad par de veces, por el principio de
replicación sabemos que el ı́ndice In permanecerá sin variaciones. Es decir, se cumple que

I2n′(ũ(2n′)) = In′((Λ2n′ , ...,Λ2n′ ,
1− Λ2n′

2n′ − k2n′
, ...,

1− Λ2n′

2n′ − k2n′
)) ≤ γ,

donde (Λ2n′ , ...,Λ2n′) corresponde a los kn′ términos y (
1−Λ2n′
2n′−kn′

, ...,
1−Λ2n′
2n′−k2n′

) a los n′ − kn′

términos restantes.

En general, para cualquier t, el elemento ũ(tn′) se define de la siguiente manera

ũ(tn′) = (Λtn′ , ...,Λtn′ ,
1− Λtn′

tn′ − ktn′
, ...,

1− Λtn′

tn′ − ktn′
),

donde (Λtn′ , ...,Λtn′) corresponde a los kn′ términos y (
1−Λtn′
tn′−ktn′

, ...,
1−Λtn′
tn′−ktn′

) a los n′ − kn′

términos restantes. Tal que
Itn′(ũ(tn′)) = In′(ũ(tn′)) ≤ γ.

Por el principio de replicación, todos tendrán la misma dimensión n′.

Para concluir, por continuidad de In′ , tenemos que:

ĺım
t→∞

In′(Λtn′ , ...,Λtn′ ,
1− Λtn′

tn′ − kn′
, ...,

1− Λtn′

tn′ − kn′
)

= In′( ĺım
t→∞

Λtn′ , ..., ĺım
t→∞

Λtn′ , ĺım
t→∞

1− Λtn′

tn′ − kn′
, ..., ĺım

t→∞

1− Λtn′

tn′ − kn′
)

= In′(c, ..., c, 0, ..., 0)

> γ,

donde en la tercera ĺınea utilizamos que Λtn′ es monótona decreciente y mayor o igual que
c, y además que ĺımt→∞

1−Λtn′
tn′−kn′

= 0 pues el numerador es a lo más 1 y el numerador es

creciente como función de t, además, Gracias al principio de estandarización de In tenemos
que In′(c, ..., c, 0, ..., 0) = In′(1, ..., 1, 0, ..., 0) = γ, lo que es una contradicción.

Ya contamos con todo lo necesario para demostrar el Teorema 3.3.
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Demostración del Teorema 3.3. Consideremos el vector ũn y el conjunto Ũn como se defi-
nieron anteriormente, donde kn se fija tal que

In(ũn) ≥ γ + ε, ε > 0.

Notemos que
Welfare(Ũn) = kn.

Gracias al Lema 3.4, sabemos que Λn → 0 v́ıa subsucesión.

Por el principio de Pigou-Dalton sabemos que el Welfare(F(In, Ũn, γ)) se alcanza en ũ(n).
Más en detalle, el vector ũ(n) se construye de manera tal que, para lograr la condición de
In(ũ

(n)) ≤ γ, la utilidad total asociada al vector es la mejor que se puede alcanzar en términos
de utilidades totales en torno al comportamiento de Λn. Si fuera posible encontrar una forma
de reinterpretar ũ(n) con tal de obtener una mejor utilidad total, lo definiremos como ṽ(n). Si
buscamos que la distribución de utilidades sea equitativa para los n agentes, por el principio

de Pigou-Dalton podemos construir un vector ṽ′
(n)

que tendrá las mismas caracteŕısticas que
ũ(n), es decir, que se asigna utilidades iguales a los agentes que tienen más utilidad e iguales

utilidades a aquellos que tienen menos utilidad. Esto implica In(ṽ′
(n)

) ≤ In(ṽ
(n)), pero la

utilidad total no será mejor que la que se obtiene para ũ(n). Por tanto, ũ(n) es el único vector
que se puede considerar como óptimo.

Dado que ũ(n) se construye como ũ(n) = ((Λn)k, (1−Λn)n−k), donde a los primeros k térmi-
nos se les asigna Λn y a los n−k términos se les asigna 1−Λn, entonces Welfare(F(In, Ũn, γ))
corresponde a

Welfare(F(In, Ũn, γ)) =
k∑

j=1

ũj +
n∑

i=k+1

ũi

= kΛn + (1− Λn)

Una vez obtenidos Welfare(Ũn) y Welfare(F(In, Ũn, γ)), calculamos el precio de la equidad
como se define en (2.6).

Finalmente, se obtiene que el precio de la equidad converge a 1 cuando n aumenta.

PoE(Ũn, I, γ) = 1− Welfare(F(In, Ũn, γ))

Welfare(Ũn)

= 1− knΛn + 1− Λn

kn

= 1− Λn −
1− Λn

kn
→ 1

En la tercera ĺınea sabemos que Λn → 0 v́ıa subsucesión y ĺımn→∞
1−Λtn′
kn′

= 0 pues el

numerador es a lo más 1 y kn es creciente en función de n.
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Caṕıtulo 4

Análisis ajustado para Simpson

En este caṕıtulo se realiza un análisis ajustado para el ı́ndice de Simpson para demostrar
que el PoE no converge a 1 cuando aumenta el número de agentes (n). Esto no contradice el
Teorema 3.3 ya que el ı́ndice de Simpson no cumple la condición necesaria de estandarización.
Además de esta condición, también se pide que el ı́ndice de desigualdad sea continuo y
Lorenz-consistente.

A continuación, utilizando los Lemas (2.8) y (2.9), los cuáles contribuyen a probar que
se puede acotar el PoE a conjuntos para cualquier ı́ndice de desigualdad In, se puede validar
el Teorema (4.1) y demostrar que PoE(Sn, U, γ) no depende de n.

Teorema 4.1 Sea Sn el ı́ndice de Simpson, Sn : Rn → [ 1
n
, 1] con n ≥ 1

γ
y ui las utilidades

factibles de un vector de utilidades u ∈ U ⊆ Rn. Se cumple

PoE(Sn, U, γ) ≤ 1−
4⌈ 1

γ
⌉

(⌈ 1
γ
⌉+ 1)2

Demostración. Mediante los Lemas 2.8 y 2.9, podemos restringirnos a conjuntos que nos
permitan construir el peor caso.

Sea un vector de utilidades cualquiera u ∈ [0, 1]n ∈ U, el ı́ndice de Simpson se define
como

Sn(u) =

n∑
i=1

u2
i( n∑

i=1

ui

)2
.

Sea el vector de utilidades ũ = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0) y su combinación convexa correspondiente
a Ũ = conv(⃗0, e1, . . . , en, ũ), ambos introducidos en el Lema 2.9. En este sentido, tenemos
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que
∑n

i=1 ũi = k, lo que hace que el ı́ndice de Simpson se relacione de la siguiente manera

Sn(u) =
1

k
.

Este resultado nos lleva a la conclusión de que

Sn(u) =
1

k
> γ + ε ⇔ k ∼ 1

γ
+ ε.

Lo interesante es que esto demuestra que el comportamiento del ı́ndice de Simpson no de-
pende de n.

Ya que, Sn(u) ∈ [ 1
n
, 1], asumiremos que n ≥ 1

γ
.

Entonces, sea ũ = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0), con Sn(ũ) > γ. Por la propiedad de Pigou-Dalton,
se construye el vector ũ

′
como en (2.6),

ũ
′
= (Λ, . . . ,Λ,

1− Λ

⌈ 1
γ
⌉ − k

, . . . ,
1− Λ

⌈ 1
γ
⌉ − k

, 0, . . . , 0) ∈ Ũ ,

donde (Λ, . . . ,Λ) corresponden a los primeros k términos, ( 1−Λ
⌈ 1
γ
⌉−k

, . . . , 1−Λ
⌈ 1
γ
⌉−k

) corresponden

a los ⌈ 1
γ
⌉ − k términos y (0, . . . , 0) corresponden a los n − ⌈ 1

γ
⌉ términos restantes, tal que

Sn(ũ
′
) ≤ γ.

Por tanto, por la propiedad Pigou-Dalton y dados los vectores u
′
y ũ, se cumple

Sn(ũ
′
) ≤ Sn(ũ),

donde Λ es tal que cumple la siguiente igualdad

Λ =
1− Λ

⌈ 1
γ
⌉ − k

.

Por lo tanto, Λ es igual a

Λ =
1

⌈ 1
γ
⌉ − k + 1

.

Entonces, como se quiere acotar el PoE(Sn, U, γ), se pide al ı́ndice cumplir la condición

Sn(ũ
′
) ≤ γ → Sn(ũ

′
) =

1

⌈ 1
γ
⌉
≤ γ.

Similar a casos anteriores, el profit se alcanza en ũ
′
y equivale a

Welfare(F(Sn, Ũ , γ)) = kΛ + 1− Λ.
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Por tanto, el PoE corresponde a

PoE(Sn, Ũ , γ) = 1− Welfare(F(Sn, Ũ , γ))

Welfare(Ũ)

= 1− kΛ + 1− Λ

k

= 1−
k
(

1
⌈ 1
γ
⌉−k+1

)
+ 1−

(
1

⌈ 1
γ
⌉−k+1

)
k

= 1−
⌈ 1
γ
⌉

(⌈ 1
γ
⌉ − k + 1)k

Para hallar el punto cŕıtico, se optimiza la expresión para k y aśı encontrar una cota
superior para el PoE(Sn, Ũ , γ) en cuestión. Tal que

f(k) = 1−
⌈ 1
γ
⌉

(⌈ 1
γ
⌉+ 1− k)k

f
′
(k) =

((⌈ 1
γ
⌉+ 1− k)− k))⌈ 1

γ
⌉

k2(⌈ 1
γ
⌉+ 1− k)2

= 0 → k =
⌈ 1
γ
⌉+ 1

2
.

Por tanto, dado k que corresponde al punto cŕıtico que permite hallar una cota superior, se
obtiene

PoE(Sn, Ũ , γ) ≤ 1−
4⌈ 1

γ
⌉

(⌈ 1
γ
⌉+ 1)2

.
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Caṕıtulo 5

Análisis ajustado para Gini

En este caṕıtulo se dan garant́ıas más precisas acerca del comportamiento del ı́ndice
de Gini (Gn) al cumplir las condiciones necesarias de continuidad, Lorenz-consistente y
estandarización para cualquier valor de γ ∈ [0, 1− 1

n
] y para un n lo suficientemente grande.

Lema 5.1 Sea un conjunto U ⊆ Rn compacto y convexo de utilidades factibles, dado γ ∈
[0, 1− 1

n
] y para un n lo suficientemente grande. Entonces, el PoE satisface

PoE(U,Gn, γ) ≤ 1− 1

(n−γn−1
2n

)(n− nγ − (n−γn−1
2n

)n− 1) + 1
.

Demostración del Lema 5.1. Consideremos el elemento ũ ∈ U como

ũ = (1k, 0n−k) = (1, 1, 1, . . . , 0, 0, 0),

tal que los primeros k términos corresponde a
∑n

i ui = k. El ı́ndice de Gini cumple la
condición

Gn(ũ) ≥ γ + ε , ε ≥ 0.

Dado el vector de utilidades ũ, estamos interesados en las diferencias de desigualdad que
hay entre la asignación de utilidad de cada agente. Entonces, mediante estandarización se
establece tal inequidad para el ı́ndice de Gini mediante una constante común. Tal constante
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común corresponde a

Gn(ũ) =

k∑
i=1

(n− 2i+ 1)ui

nk

=
nk − 2k(k+1)

2
+ k

nk

= 1− k

n

Gracias a esto, si exigimos que Gn(ũ) sea mayor que γ, obtenemos que k depende linealmente
de n.

1− k

n
> γ ⇔ n(1− γ) > k

k∗ = ⊖(n) ∼ n(1− γ − ε).

El valor de γ se define para [0, 1 − 1
n
] dada la definición del ı́ndice de Gini (1). Si nos

situamos en el caso en que se tienen dos agentes (n = 2), si a uno de estos se le asigna toda
la utilidad del conjunto U , el ı́ndice de Gini va a ser a lo más 1

2
.

Gracias a los Lemas 2.8 y 2.9, podemos restringirnos a estudiar el comportamiento del
PoE en Ũ . Para esto se toma la combinación convexa del vector ũ como

Ũ = conv(⃗0, e1, . . . , en, ũ)

Ũ = λ00⃗ +
n∑

i=1

λiei + λn+1ũ,

donde λ0, λ1, . . . , λn+1 ∈ [0, 1] tal que
∑n

i=1 λi = 1.

Por el principio de Pigou-Dalton se construye el vector ũ(n), como se establece en el Lema
3.4, dada la siguiente distribución

λ0 = 0

λi = 0, para todo i ∈ {1, . . . , k}

λi =
1

n− k
(1− Λ), para todo i ∈ {k + 1, . . . , n}

λn+1 = Λ.

Entonces, el vector ũ(n) corresponde a

ũ(n) = (Λ, . . . ,Λ,
1− Λ

n− k
, . . . ,

1− Λ

n− k
)

Se espera comprender cuánto distribuir los valores de Λn para que las asignaciones sean
justas y se satisfaga la condición de Gn(ũ

(n)) ≤ γ al menor costo posible.
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Considerando este vector ũ(n), el ı́ndice de Gini se construye como

Gn(ũ
(n)) =

k∑
i=1

(n− 2i+ 1)Λ +
n∑

i=k+1

(n− 2i+ 1)(1−Λ
n−k

)

n(1 + (k − 1)Λ)

=
Λ(nk − k2)− 1−Λ

n−k
(nk − k2)

n(1 + (k − 1)Λ)
=

(nk − k2)(Λ− 1−Λ
n−k

)

n(1 + (k − 1)Λ)

=
k(n− k)(Λ(n−k)−1+Λ

(n−k)
)

n(1 + (k − 1)Λ)
=

k((Λ(n− k + 1)− 1))

n(1 + (k − 1)Λ)

=
k(Λ(n− k + 1)− 1)

n(1 + (k − 1)Λ)
≤ γ

De esta expresión, se despeja Λ

Λ ≤ γn+ k

k(n− k + 1)− γn(k − 1)
.

Luego, dado Λ y k = (1− γ − ε)n y ũ(n), el que al igual que en los casos anteriores logra la
máxima utilidad total. Entonces, obtenemos que

Welfare(F(Gn, Ũ , γ)) =
k∑

j=1

ũj +
n∑

i=k+1

ũi

= kΛ + (1− Λ)

= 1 + (k − 1)Λ

= 1 + (k − 1)
( γn+ k

k(n− k + 1)− γn(k − 1)

)
=

nk

k(n− k + 1)− γn(k − 1)

=
n2(1− γ − ε)

n2(1− γ − ε)− n2(1− γ − ε)2 + n (1−γ−ε)
n

− γn2(1− γ − ε) + γn
n

=
1− γ − ε

(1− γ − ε)− (1− γ − ε)2 + 1−γ−ε
n

− γ(1− γ − ε) + γ
n

=
1

ε+ 1
n
+ γ

n(1−γ−ε)

Una vez obtenidos Welfare(F(Gn, Ũ , γ)) y Welfare(Ũ) = k = n(1 − γ − ε), podemos
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calcular el PoE(Gn, Ũ , γ), obteniendo

PoE(Gn, Ũ , γ) = 1− Welfare(F(Gn, Ũ , γ))

Welfare(Ũ)

= 1− 1

(1− γ − ε)εn+ 1− ε

En tanto, el máximo valor que puede tomar ε es

máx
ε

(1− γ − ε)εn+ 1− ε, ε ≤ 1− γ
( 1
n

)
d

dε
(εn− γεn− ε2n+ 1− ε) = 0

ε =
n− γn− 1

2n

Finalmente, la expresión de PoE(Gn, Ũ , γ) que permite comprender el comportamiento
del ı́ndice de Gini para un n lo suficientemente grande es

PoE(Gn, Ũ , γ) ≤ 1− 1

(1− γ − ε)εn+ 1− ε

≤ 1− 1

(n−γn−1
2n

)(n− nγ − (n−γn−1
2n

)n− 1) + 1
.
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Apéndice A

Precio de la equidad para Gini con
dos agentes

En el caṕıtulo 5, se lleva a cabo un análisis ajustado para el ı́ndice de Gini (Gn) a medida
que n aumenta, para valores de γ ∈ [0, 1 − 1

n
]. En este Apéndice A, se realiza un análisis

similar, espećıfico para el caso en que se tienen 2 agentes (n = 2). Esto con el propósito de
determinar el valor que toma el PoE(G2, U, γ) para valores γ ∈ [0, 1− 1

n
].

Dada la definición del ı́ndice de Gini (1), para el caso especial de n = 2 tenemos que

G2(u) =
|u1 − u2|+ |u2 − u1|

4|u1 + u2|
.

Consideraremos dos agentes que tienen utilidades máximas alcanzables iguales, con un
valor de 1. En la Figura A.1 se ve representado los dos agentes, las utilidades alcanzables
iguales de ambos, las cuales son (u1, u2) = (0, 1) y (u1, u2) = (1, 0) respectivamente. Además,
(u∗

1, u
∗
2) corresponde al punto donde se maximiza la utilidad total, el cual define las rectas

L1 y L2. Estas rectas se utilizan para visualizar y definir la relación entre las utilidades de
los agentes. Mientras que para obtener la región donde G2(u) ≤ γ, se definen las rectas G1

y G2 como:

G1 : u2 =
1 + 2γ

1− 2γ
u1. G2 : u2 =

1− 2γ

1 + 2γ
u1.
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Figura A.1: El poliedro representa la región de utilidades factibles para dos agentes, ambos
con utilidades máximas alcanzables iguales a 1. Dentro de esta representación, las rectas G1

y G2 indican la restricción de equidad. Y la región que se encuentra entre estas corresponde
a las combinaciones de utilidades cuyo ı́ndice de Gini es al menos γ.

Las rectas L1 y L2 se obtienen a partir de los puntos (u1, u2) = (0, 1) y (u1, u2) = (u∗
1, u

∗
2)

respectivamente, aśı como los de los puntos (u1, u2) = (1, 0) y (u1, u2) = (u∗
1, u

∗
2).

L1 : u2 =
u∗
2 − 1

u∗
1

u1 + 1. L2 : u2 =
u∗
2

u∗
1 − 1

u1 +
u∗
2

1− u∗
1

.

El óptimo bajo restricciones de igualdad se obtiene en el punto donde las rectas L2 y G1

se intersectan, obteniendo el siguiente valor para u1:

u1 =
u∗
2(2γ − 1)

(u∗
1 − 1)(1 + 2γ)− u∗

2(1− 2γ)
,

y el valor de u2 como:

u2 =
1 + 2γ

1− 2γ
u1

Se reemplaza esta expresión para u∗
1, obteniendo entonces que:

u2 =
2u∗

2

u∗
2(1− 2γ)− (u∗

1 − 1)(1 + 2γ)

Por otro lado, se conoce que el punto (u∗
1, u

∗
2) que maximiza la suma de las utilidades máximas

alcanzables iguales dentro de la región factible es:

Welfare(U) = u∗
1 + u∗

2.
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Tomando en consideración lo anterior, el peor caso se alcanza en el borde, donde u∗
2 = 1,

es decir, para Welfare(U) = u∗
1 + 1. Para verificar esto, se calcula el PoE(G2, U, γ), que

corresponde a:

PoE(G2, U, γ) = 1− 2

(2− u∗
1 − 2γu∗

1)(u
∗
1 + 1)

.

Para hallar un punto (u∗
1, u

∗
2) que toma un valor que conlleva al peor caso, se optimiza la

expresión para u∗
1 para encontrar la cota en cuestión.

max 1− 2

(2− u∗
1 − 2γu∗

1)(u
∗
1 + 1)

Obteniendo:
u∗
1 = −8γu∗

1 − 4u∗
1 + 2− 4γ.

Esta cota de u∗
1 nos permite hallar el peor caso de PoE(G2, U, γ) para γ ∈ [0, 1

2
].

PoE(G2, U, γ) = 1− 8(1 + 2γ)

(3 + 2γ)2
.

Si se analiza esta función respecto a γ ∈ [0, 1
2
], se visualiza que la función va decayendo

relativamente, donde para γ = 0 se acerca a 1
9
mientras que para γ = 1

2
se acerca a 0.

Esto concuerda con que a mayor ı́ndice de Gini, menos disminuye la eficiencia al tener una
asignación equitativa, mientras que a menor ı́ndice de Gini, más se sacrifica la eficiencia para
obtener una asignación equitativa.

Figura A.2: Análisis del comportamiento del PoE(G2, U, γ) con γ ∈ [0, 1 − 1
n
]. Para el caso

de γ = 0, vemos que el PoE(G2, U, γ) alcanza un valor igual a 1/9. Cuando γ → 1
2
, vemos el

que el PoE converge a cero, lo cual es consistente con el hecho de que Gini no restringe la
región factible al momento de maximizar utilidades.
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